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Partie I

X — (F | X) est une forme linéaire sur M, (R) et elle est non nulle car (F' | F) # 0 donc son noyau est
un hyperplan de M,,(R) et, ainsi, H est un hyperplan de M,,(R) .

> fri g done , puisque fi; =1

Posons Y = 'FX. OnaVi € [1,n]? yi; = . frixp done (F | X) =
k=1 =1k=

[

i
n n—1
The+ D Te1+ Y Thn -

1 k=2 k=1

M=

pour i=koui=1oui=net f; =0sinon,ona (F|X)=

>
Il

Par définition de H, on a F' € H* donc, puisque M, (R) est de dimension finie, on a M,,(R) = H & R.F.
Soit M € M, (R), on peut donc écrire M = N + AF avec N € H et \F € H* et, en prenant le
(F | M)

produit scalaire avec F, (F | M) = (F | N) + M|F||* = M|F||* donc A = TP On a donc

VU € H, M—U=(N-U)+AF avec N —U € H. Donc le théoréeme de Pythagore donne ||M — U||*> =
2

I8 =02+ 22 > 2 PP = i done aor ) = KDL

IF2=> > ffi=n+2(n—1)=3n—2donc |F||=+3n—2.
i=1 k=1 —

0 0 0 1
10 0 1
B=1]: : | doncrg(B)=2.
1 0 --- 01
10 0 0
10 0 0
10 -~ 01
BZ=|: : - ¢ | doncrg(B?) =1g(B)=2.
10 0 1
0 0 0 1

D’apres le théoreme du rang, dim(Ker(g)) + dim(Im(g)) = n et si € Ker(g) N Im(g), on a
et il existe y tel que * = g(y) donc ¢*(y) = Og. Ainsi y € Ker(g?). Mais Ker(g) C Ker
dim(Ker(g)) = n — 2 = dim(Ker(g?)) puisque, selon [b], rg(g) = rg(g?) donc Ker(g?) = Ker(g). On a
donc y € Ker(g) donc z = ¢g(y) = 0. Donc Ker(g) ® Im(g) =R™ .
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Prenons une base B = (el, ey €9, Cn_1, en) adaptée a la somme directe ci-dessus. On a g(ex) = Op
pour k € [1,n — 2] et g(eg) € Img = Vect(en_l,en) pour tout k et, notamment pour k € {n — 1,n}.
(0]

Donc Mat(g, B) =
(9.B) <O

@)
o ) avec B’ € Ms(R). De plus,

2 = 1u(g) =1 (Mat(y,B) =1 () =180 ') = 1e('B) = (8

donc B’ est inversible.

0 0
Donc B est semblable & une matrice de la forme (ﬁ) avec B’ € GLa(R) .

¢ On a directement Tr(B) = 0, Tr(B?) = 2.
o Soient A et p, les valeurs propres dans C de B’ (pas forcément distinctes). B’ est trigonalisable dans

2
M3 (C) donc semblable & ()\ ;) et donc B’? est semblable & </\ cAtw) ) Or, selon [d], Tr(B) =

0 0 w2
0]

@)
Tr(B’) donc A+ p = 0 et [d] donne aussi que B? est semblable & < o 52

) donc Tr(B?) = Tr(B"?)

soit A2 + 2 =2. On a donc = —\ et 2\? = 2 donc Sp(B’) = {-1,1} .

FzZ=af < (I, +B):L’—Oé$dOHCFCE—a1'<:>BIC—(Oé*l)IL'dOHCSp )={1+p1]8¢€SpB)}
et BEo(F) = Eq_1(B). Comme xp = X" 2?xp = X" 2(X +1)(X — 1), Sp(B) = {—1,1,0} et, puisque
m(1) = m(-1) =1, dim(E_;(B)) = dim(E;(B)) = 1. D’autre part, on a dim(Ey(B)) = di (Kerg)

n — 2. Donc Sp(F) = {0, 1,2} avec dim(EO(F)) = dlm(Ez(F)) =1let dlm(El F) ) n—2.

D’apres la formule du [3], il suffit de calculer (F | P('F)) = Tr('FP('F)) = Tr(S('F)) en no-

tant S(X) = XP(X). Or dim(Ey(F)) + dim(Ex(F)) + dim(Ei(F)) = n donc Ey(F) & Es(F) &

Ei(F) = R™ c’est a dire que F est diagonalisable donc F également. Ainsi S('F) est semblable &

Diag(S(1),...,5(1),5(0),5(2)) donc Tr(S('F)) = (n —2)S(1) + S(0) + S(2) = (n — 2)P(1) + 2P(2).
. _|(n=2)P(1) +2P(2)]

Donc d(P('F), H) = TR .

Partie 11

Par caractérisation de la borne inférieure, Ve > 0, Jy € H, d(zo,H) < ||z0 — y|| < d(zo, H) +£. On
applique ceci a € = #I pour n € N et on note y,, un des y € H vérifiant I'inégalité. On a donc

1
vneN, y,e€H et d(mo,H)<||x0—yn\|<d(xo,H)+m

donc il existe une suite (y,)nen telle que Vn € N, y, € H et hm lzo = ynl = d(xo, H) .

On a Vn € N, |lyn|l = llyn — 20 + 2oll < [lyn — @oll + ||lzo]| et la suite (||zo — yn||)nEN est bornée
puisqu’elle converge donc la suite (||yx ||)n ¢y st aussi bornée. Le théoreme de Bolzano-Weierstrass donne
alors 'existence d’une suite (y,(p))pen extraite de (y,)nen qui converge dans E. Mais, quand E est de
dimension finie, tous ses sous-espaces vectoriels sont fermés donc H est fermé. Comme Vp € N, y, ) € H,

onazy= hm L Yo(p) € H. D’autre part, la suite (||zo —y,(p ||) est extraite de la suite (||zo —ynH)neN
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qui converge vers d(xg, H) donc elle converge vers la méme limite. Enfin, par continuité de la norme,
120 = Yol 2 lzo — 20| et donc, par unicité de la limite, |zg — 20|| = d(zo, H).
p—r+oo

En conclusion, 329 € H, ||zo — 20|| = d(zo, H) .

Par définition, Ker h = h_l({OR}) et le singleton {Og} est un fermé de R. Or l'image réciproque d’un
fermé par une application continue est un fermé donc si h est continue alors Ker h est fermé dans F .

Supposons que la forme linéaire h ne soit pas continue, on a non(HK >0, Ve e E, |h(z)] < K ||w||)

soit VK >0, 3z € E, |h(z)| > K ||z||. Appliquons ceci & K =n+ 1 pour n € N et notons z,, un z € E
vérifiant la propriété: on a donc |h(x,)| > (n + 1) [|2,]|. Ceci montre que h(z,) # 0, on peut donc poser

_ _ Ty _ h(zy _ _ Hxn 1
t, = ) On a alors h(t,) = o) = 1et ||t,]| = es) < g1 donc ty, = Ogp.
On a donc ¥n € N, h(t, —tg) = h(t,) —h(tg) =1—1=0doncVn € N, ¢, —to € H et t,, —tg —— —tg

n—-+oo

donc, puisque H est fermé, —to € H. Mais ceci est faux car h(—tg) = —h(tp) = —1.

L’hypothese de départ était donc fausse et on a bien si Ker h est fermé dans E alors h est continue .

H D H donc H # 0 et si (z,y) € H et ) e R, la caractérisation séquentielle de ’adhérence donne

Iexistence de deux suites (2, )nen et (Yn)nen telles que Vn € N, (2, y,) € H?, lirf Ty =T, lirf Yn =
n——+0Q0 n—-+oo

y et alors , par lindarité de la limite, x + \y = hIJIrl (n, + Ayn) avec Vn € N, x,, + Ay, € H et donc
n—-1+:0oo

z+ Ay € H. Donc H est un sous-espace vectoriel de E .

Puisque H C H, on asoit H = H et, dans ce cas, H est fermé, soit H g H.SiH ; H, prenons a € H\ H

et soit € E quelconque. On a h(a) # 0 puisque a ¢ H et on peut donc écrire z = %a—i— <:c — %a)

- h(z) \ _ h(z) _ h(z) - . -
aveca € H et h (x ~ha) a) = h(z) — Wh(a) =0donc (z — a € H C H. Puisque H est un
sous-espace vectoriel de E, on a donc x € H ce qui donne E C H .

On peut donc conclure : H est fermé ou dense .

Partie IIT

Soit # € Ht. Par densité de H dans E, il existe une suite (z,)nen telle que Vn € N, x, € H et

lim z, =2. OnadoncVn €N, (z|z,) =0. Mais, par continuité du produit scalaire, (z | z,,) ——
n—-+oo n—-+4oo

(x| x) donc (z | ) = 0 et donc x = 0. Réciproquement 0 € H* donc H+ = {0g} .
HoH'=H®{0g}donc HO H- = H .

Pour tout z € E, il existe une suite (x,)nen telle que Vn € N| z,, € H et lirf T, = x. On a, par
n—-—1+0oo

définition, 0 < d(z, H) < ||z — x| car x, € H et hr—? |z — 2,|| =0 donc Vx € E, d(z,H)=0.

Si d(xz, H) est atteinte, il existe zo € H tel que 0 = d(z, H) = ||l — z0|| donc = zp et x € H. La
réciproque est claire donc d(z, H) n’est atteinte que si z € H .
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Partie IV

1)a) OnaVzekE, |h(z)| < [|[h]]] [lz] donc, p|c;;zrx)|= zo =y, [h(zo)| < [I[2|]] [lzo — yll. Or [[[A]]| # 0 car
Zo

h est non nulle donc Yy € H, ||zo — y| > Al

b) La borne inférieure étant le plus grand des minorants, d(zq, H) > A

c) Sid(zo,H) = 0, 'inégalité ci-dessus donne h(zg) = 0 donc x9 € H. La réciproque est évidente donc
d(x07H) =0z H.

[h(w)]

[w]]

d) «) Par caractérisation de la borne supérieure, Ve > 0, Jw # 0g, |||h]]] = > |||h]]] —e. On

applique ceci a € = #I pour n € N et on note w, un de ces w # 0g. OnaVn € N, ||| h]|| —ﬁf <

|h(wy)| < ||| h]|] donc il existe (wy,)nen telle que Vn € N, w, € E\ {Og} et |[|h]|| = lim (1w )| .
[[wnl n—too |[wn]|

. P _ h(x) ~ h(x) _
B) o Puisque zoy ¢ H, on peut écrire tout € E sous la forme x = h(xo)xo + <ac h(a:o)xo = A\xg+y

avec A € R et y € H (vérification immédiate). Ainsi Vn € N, (N, yn) € R X H, w, = A\yZo + Yn -
¢ ERREUR D’ENONCE: la condition ), # 0 n’est, en général, pas vérifiée pour tout n € N. Il suffit,

par exemple, de choisir wy € H pour avoir Ay = 0 car I’écriture ci-dessus est unique puisque la somme

R.zg @ H est directe. On ne modifie pas la valeur de la limite de ”ﬁSLH"H) | en modifiant la valeur de wy

(ou d’un nombre fini de termes) donc [a] est toujours vérifié.

o Par contre, on a 3ng, Vn = ng, A, # 0 car V|L|(TZ“)U"”)‘ —— [l 2]]] > 0 donc Ing, Vn = ny, “ﬁ(z;””‘l)' >0
donc Vn > ng, h(w,) # 0 et donc A, = ];L((l;g)) £0
v) D’une part, |h(wy)| = |Anh(zo)+yn| = |An| |h(2z0)] et, d’autre part, Vn > ng, ||w,| = T — —)\yn >
|An|d(zo, H) car )\yn € H. Donc, puisque ||wy|| # 0, |As| # 0 pour n > ng et d(zo, H) # 0 pour zo ¢ H,
on a
Vi > no, [h(wn)l _ [Anllh(x0)| < Aal [Bxo)| _ Ih(zo)|
foal — Twal S Drald(wo, B) ~ d(zo, H)
En faisant abstraction de I’erreur d’énoncé signalée plus haut, on a bien Vn > ng, |h(wn)| < |h(0)] ]
Toall < o, H)

e) En passant a la limite dans I'inégalité précédente, on obtient ||| h ||| < % donc d(xg, H) < |\}|l\(i(|)|)||

_ |h(x0)|

et on a obtenu 'inégalité inverse au [c] donc d(xg, H) = Ml

B et cette série majorante converge car c’est une série géométrique de raison

2)a) OnaVnéeN, gnt1

U
211:?-1 <

1 Un . .
5 donc (Z S )HEN est absolument convergente .

b) D’aprés [a], h est bien définie. Pour tout (u,v) € E? et A € R, on a

U + Aoy,
h(u + )‘U) = Z 2n+1 = Z 2n+1 + )\Z 2n+1 = + )‘h( )

n=0
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car toutes les séries convergent. Donc h € E*. D’autre part, 'inégalité vue au [a] donne

1
|t [l
Vue E, |h(u)| < Z 2n+1 Z 2n11 < Z 2n+°1° = HUHoolLl = |Julls
n=0 )
ce qui montre la continuité de h. De plus, Yu # 0, ‘Hh(ﬁm < 1 donc, en prenant la borne supérieure,
o0
[l|]]] <1. Donc h est une forme linéaire continue et ||| h]|] <1

c) o On a clairement v, € E et ||vp|lcc = 1. Or

P p 1
1 1 1 1 op+1 1
h(vp):ZQn_H :5227:5 - =1 T >0
n=0 n=0 2
h(wp)| [ (vp)]
donc [hvp)] _ 1 et donc Pl ——1
l[vp]loo 2p [vplloc p—+o00
¢ On a [h(vp) < |l €£1donc |||R]l]] =1.
[oplloo —
d) Supposons qu’il existe u # Op tel que |||h(” ) _ = |||h]|]] = 1 on a donc |h(u)] = ||ul|s et toutes les
inégalités du [b] sont des égalités. En particulier, 2 Z | ” Z M =0
n=0 1=0
avec Vn € N, ||u”°2°n;1|u”| > 0 donc on aVn € N, |u,| = ||ul|oo. Mais alors |u,]| —— [[u)lco # 0 en
contradiction avec le fait que v € E donc lirf |un| = 0.
Donc il n'existe pas de u € E'\ {Og} tel que ‘||]:L(|1|L)| = |||h]] -

e) Il suffit d’utiliser le résultat du [II.a]: puisque h est continue, H = Ker h est fermé .

f)  Soit xo ¢ H, si d(xo, H) était atteinte alors 3z9 € H, d(zo, H) = ||z — 20]|. Or, selon [1.e], d(zo, H) =

()] |h(zo)| _ |hlxo) — h(z0)] | |h(zo — 20)| _
donc ||zg — 29| = = et donc, puisque xg — 2 0 ,7 h
TR done leo =0l = g AT puisque zo = 20 7 O, Sz = Il 2 |l

ce qui est impossible vu [d]. Donc pour z ¢ H, d(z, H) n’est jamais atteinte .




