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Exercice 1

1. Si on pose a, = S (=1)Fuy et b, = S0 (=1)Fuy,, avec uy > 0 pour

tout k£ de N et la décroissance de (uy), les deux suites (a,) et (b,) sont
adjacentes de limite commune S = > _(—1)"u, : c’est le théoreme de
convergence relatif aux séries alternées.

On a également, pour tout n de N I’encadrement b,, < S < a,, et pour tout n
de N*, b1 < S < a,, qui donne pour tout n de N, avec S,, = > 77 (—1)" uy,
la majoration bien connue [S — S| < Upy1.
On a notamment 57 < 5 < 5y, c'est-a~dire 0 < ug — up < S < uyp, ce qui
assure S > 0 : la somme a le signe du premier terme et lui est inférieure
en valeur absolue.
Donc, ici, R, est du signe de (—1)", R,y est du signe opposé et avec
R, = (—1)"u,+R,.1 et |Rpi1| < ups1 < uyp, on obtient |R,| = u,—|Ryi1),
d'ou : |[|R,| + |Rps1| = un | et |Ry| — |Rps1| = un — 2| Rt
2. a) Il suffit alors de ré-écrire cette derniere égalité, en observant que toutes
les séries numériques créees par découpage sont bien convergentes (avec le
théoreme rappelé ci-dessus)
Up — 2 |Rn+1| = Uy — 2 ( )n+1 Zlio n—l—l( l)k U
Un — 2 \Rnﬂl = [un = Do (S D) ] = 3T (1)
— 2[Ry 1] = Zk n(— )n+k U — Zp o(=1)P Ui pi
—2 ‘Rn+1‘ = Zp 0( 1)p Untp — Zzozo(_l)p Un+p+1,

et finalement : |u, — 2| Ry1| = D7 o(=1)P [tntp — Unipra]

b) Soit n € N. Si on pose v, = Upip — Up+py1 pour tout p de N, alors
I” hypothese iii) de I’énoncé se traduit en v, > 0 pour tout p de N, et
I'hypothese iv) se traduit en v,41 > v, c’est-a-dire (v,) décroissante.

La suite (u,,) étant de limite nulle, il en est de méme pour la suite (v,) et la
série de terme général (—1)” v, vérifient toutes les hypotheses du théoreme
relatif a la convergence des séries alternées.

Ainsi 7 (=1)? [Untp — Unipr1] est du signe de u, — w41, cest-a-dire

positif, et finalement |(|R,|) est décroissante] .

3. Avec |R,+1| < |R,] et la premiere égalité on a u, < 2 |R,|, c’est-a-dire
% < |R,| pour tout n de N|, et avec 2 |R,| < |R,—1| + |Ry| = u,—1 on




Unp—1

obtient de méme ||R,| < =%+ pour tout n de N*|.

. Avec u, # 0 pour tout n de N, on a pour tout n de N*,

= u,/2 Uy,
et avec ’hypothése ii) de 1’énoncé et le signe déja connu de R,,, on obtient
R, ~ (=1)"%].
n—oo

. On pose f(t) = lnTt pour tout ¢t > 0.
On a f(t) > 0 pour tout ¢t > 1 et lim f(¢) =0.

t——+00

La fonction f est de classe C* sur R* et avec f'(t) = 132, f est (stricte-

ment) décroissante sur [e, +00.
On a 1n(t—|— 1) = lnt—Hn(l + %), donc f(t—l— 1) ~ It _ f(t)) c’est-a-dire

t

t—-+o00
NN i O R
Jm S =1
Enfin, avec f”(t) _ —t—2tt€11—lnt) _ 73+t§ lnt’ on a f”(t) > 0 pour tout ¢ > e3/2

et la fonction f est convexe sur [e%/2, +o00[, donc ! gﬂg:{tgﬂ <! gi;;:éﬁj{;)

(croissance des pentes des sécantes), c’est-a-dire

f@+2)—fC+1) = fE+1)— f(1).
Avec €32 < e < 9 (en fait €2 €]4,5[), si on pose u, = f(n + 9) pour
tout n de N, alors ce qui précede montre que la suite (u,,) vérifie les quatre
hypotheses i), i), iii) et iv) de I’énoncé. On a donc, avec 4)

i (_l)kln(k+9) -~ (_1)71 In(n+9)

~ 9, e 2(n+9)”
7 .. 0 In(k n+9 In(n+9
c'est-a-dire : — > (—1) % v —(=1)"* 2((7;9))7
k=n-+9
>, In(k n lnn
et finalement I;(—l)k ,i) o~ (—1) l_n :




Exercice 2

La série entiere ) - a,t" est de rayon infini et pour tout t de R, > ~ja,t"
est absolument convergente.

1. Pour toutt > 0, |b,| t" ~ |a,| t" doncla convergence absoluede - a, "

entraine la convergence absolue de ) b, 1" : la série entiere ) b, t"

est de rayon de convergence infini, c’est-a-dire |g est définie sur R|.

2. Avecb, >0,onaa, ~ b, < lim &=

n—oo n—oo bn

En posant v, = Z—: —1,onaa,=>b, (1 + ’Yn) et 7}11'20% = 0.

3. a) Pour tout m € N, la suite (v,),>m étant convergente, elle est bornée,
c’est-a-dire qu’il existe un 6, = sup |y,| : pour tout n = m, |y,| < dp.

n=m

b) Pour tout ¢t > 0, on a g(t) > > bpt™ > by ™ > 0, puis

n=m-+1
J0)  _ J0=g(t) _ Yoolan=b)t" _ X ot bat”
g(t) g(t) Do bn ™ Do bnt™
& . ZT:0|’7n| by t" Evozo:m+1 | Vn| b " Zzl:oh’ﬂ by t" Ezo:erl b t"
‘ g(t) 1 < ZZ‘LO b t" + Zroz,ozo b " < bm+1 tm+d + 5m Z;L.C:O bnt™ 7

m— n bn "
Zn_0|7 | _|_ 5m .

bm+1 tm-i—l

et finalement ‘& — 1’ <
g(t)

t b
¢) On a donc ‘% — 1‘ S D o mtm,;n“

La convergence de la suite (7,) vers 0 entraine la convergence de la suite
(0,) vers 0, donc si ¢ > 0 est fixé il existe un N de N tel que m > N

entraine 4, < 5.
] bn 1 -
Alors pour tout n de [0, N] on a tEI—Eloo o™ s et = 0, donc pour tout
n de [0, N], il existe un «;, > 0 tel que t > «,, entraine
[l s T <
n bN+1 tN-—n+l Q(N—‘rl)'

Finalement, si A = max «,, pour tout £ > A on a
0<n<N

f(t) _
81| <5+ (V4 1) ey ==
Cela signifie lim {8 =1 cest-a-dire [f(t) ~ g(t)].

oo 9(t) t—+00

4. a) Onaln[(1+—7)"""] = (n+1) In(1+5) et lim (n+1) In(1+-5) =1,

c’est-a-dire par continuité de la fonction exponentielle lim (1+ %H)”H =e.
n—oo

n+1 "

— =0 :avec le lemme

On en déduit que pour tout ¢ de R, lim (1+ #1)
n—o

d’Abel, la série entiere Y, - (1+ —7)"" L est de rayon infini, c’est-a-dire

que | h est définie sur R .




1 )n+1

1+ N S
b) Avec % < et ce qui précede on a h(t) ~ e > L clest-
n! n—oo M 00 n!
n=0
a-dire finalement [h(t) ~ e/},
t—+00

o0
. a) Soit y(t) =t + >, a,t" la somme d’une série entiere de rayon R > 0
n=2

solution de (F) sur in intervalle I C] — R, R].
Pour tout t de | — R, R[, on a

y' () =1+ na,t" L y'(t) = Y n(n—1)a,t"?
n=2

(0. 9] (0.9] n=2 (0.9]
et on(n—1)a, t" T+ 1+ > na,t" ) —t—> na,t" =1,
n=2 n=2 n=2

oo o
—t+ > (n+1)2ap 1 t"— > na,t" =0,

n=1 n=2
(dag — 1)t + D [(n+1)a,q —na,]t" =0,
n=2

et, avec 'unicité du développement en série entiere de la fonction nulle,

on a ay; = }1 et pour tout n > 2, a,.1 = ﬁan, c’est-a-dire en fait

a, = ”n—_Ql a,_1 pour tout n > 2.

Avec ap = 0 et a; = 1, cela définit une unique suite (a,) a termes stricte-

ment positifs pour n > 1.

1
An+1 tn+
an t"

Pour tout ¢t > 0 on a lim
n—oo

de rayon de convergence infini.

J— A1 15 n
= 0, donc la série entiere ), a,t" est

Par récurrence on a, pour tout n > 1, a,, = %, c’est-a-dire
VYn>1, a, = ﬁ :
(0 ¢
On obtient : z(t) = Zl L pour tout ¢ de R, unique solution de (E) somme
n=

d’une série entiere et telle que 2(0) = 0 et 2/(0) = 1.

_ X ol it £0
b) On obtient alors | 2/(t) = nz::l tn!l = { 1t < ¢ i 0

tn+1

(0. 9]
¢) Pour tout t > 0, on atz(t) = >
n=1

nn!”

Avec nn! ~ (n+1)! et ce qui précede on a donc

0 tn-‘rl o
t2(t) t—t00 Zl (n+1)! o —1—1,
n=

et finalement | 2(t) ~ et—t :




Exercice 3

Pour que certaines sommes qui apparaissent dans ce qui suit aient un sens,
on suppose n = 4, mais en fait en les adaptant les résultats sont valables a

partir de n = 2.

1. a) Pour tout z de C, on a

-z 1 0 0
0 .. T . :
Xr(z)=det(F—z-1,)=| + . . . 0 |,
0 RS
10 - 0 —z]
et en développant suivant la premiere colonne, on a
—~ 1 0 --- 0 1 0 - - 0
o . - : —z . . :
XF(Z):_Z : 0 +(_1)n+1 0 : :
: 1 : o0 0
0 o o 0 —2| | 0 - 0 —z 1] |

c’est-a-dire finalement

xr(z) = (=1)" (" - 1)
Les valeurs propres de F sont donc les n racines n-iemes de l'unité :

2i(k—-1
py— exp[%], pour k € {1,--- ,n}|.
(la suite de l’énoncé sous-entend plutét N\ = exp[Zi:”], pour k € {1,---,n}, c’est-a-dire
Ap=1)

b) La matrice F' ayant un polynéme caractéristique scindé a racines simples,
F' est diagonalisable| (et les sous-espaces propres sont des droites vecto-

rielles). Comme 0 n’est pas valeur propre, ’F est inversible\ :

¢) On considere le morphisme de groupes ¢ de (Z,+) dans (GL,(C), x)
défini par (k) = F* (F est inversible).

On sait que I'image de 1 est un groupe monogene (engendré par F'). Il
reste a savoir s’il est fini (cyclique) ou non, c’est-a-dire si ¢ est injectif ou
non.

Son noyau est {k € Z, F* = I,,}. Avec le théoréme de Cayley-Hamilton
on a F" = I, donc n € ker et kerty contient le sous-groupe additif nZ
G est cyclique] .

(ensemble des multiples de n) de Z. Ainsi

En fait, le polynome minimal de F' est égal a son polynome caractérique (au
facteur (—1)" pres) car tout polynoéme annulateur doit avoir pour racines
les valeurs propres, donc kery = nZ. Ainsi (G, X) est isomorphe, en tant



que groupe, & (Z/n7Z,+). On sait que les générateurs de ce groupe sont les
classes des entiers premiers avec n, ainsi

les générateurs de G sont les Fkavecl<k<netkAn=1|.

Iy enap(n), ou ¢ est la fonction indicatrice d’Euler.

d) Pour tout k£ de N, si r est le représentant de la classe de k& modulo n,
ona F¥=F" ainsi G = {FF 0 <k <n—1}

La famille (F*)g<r<n_1 est libre car si elle était liée on aurait l'existence

n—1
d’un n-uplet non nul (az)ocr<n_1 de C" tel que S ap F* =0, c’est-a-dire
k=0
n—1
un polynéome P(X) = 3 a; X%, annulateur de F et de degré strictement
k=0

inférieur a n, ce qui est contradictoire avec le fait que le polynome minimal
est de degré n.

Finalement, G est une base de 'espace qu’elle engendre :
dim[Vect(G)] = n et (F¥)ock<n_1 est une base de Vect(G)]| .
e) Si B = (e;)1<i<n €st la base canonique de C", I'’endomorphisme f canoni-
quement associé a F' est défini par f(e;) = e,;), oo = (n, n—1, ---, 2, 1)

est le cycle d’ordre n, permutation de [1,n] telle que o(i) = ¢ — 1 pour
tout i de [2,n] et o(1) = n.

Alors pour tout & de [1,n], F* est la matrice de 'endomorphisme f*, défini
par fF(e;) = esr(;y pour tout i de [1,n]. En indexant la base B avec les
classes modulo n, B = (e;7)1<i<n, on obtient f(e;) = e.—.

Le i-eme élément de la diagonale de F* est la coordonnée de f*(e;) suivant
e;, elle est nulle si ¢ — k # 7, c’est-a-dire si k # 0, et elle vaut 1 sinon, cad
si k € nZ. Finalement

L sipent
br(£7) {O sip€nZz

. a) On sait que F' est diagonalisable, donc il existe un @) de G L, (C) tel que

QFQ =D, avec D = diag(\i, -, \,)
(on peut prendre Q = ([exp(ZZ)]0=1 (D) i<
mandé ici).
Si P(X)=> 1 kX" on aalors

Q™' P(F)Q = P(D) = diag[P(A1, -+, P(\n)],

ce qui donne les valeurs propres de A = P(F') (et aussi, en passant, la diagonalisi-
bilité de A et en fait la co- diagonalisabﬂité de {M(A), M € K[X]}).

On a Ay =1, donc P(1) = Zk— "H

, mais cela n’est pas de-

N //\

n
n

N //\

s



n—1
Si on pose R(X)=X"—1= (X —1)S(X), avec S(X) = > X* on a
k=0
nX"1=R(X)=9X)+ (X —-1)5(X),
n—1
avec S'(X) = S" kX* ! = P(X) —nX"! cest-a-dire
k=1

n Xxn—1 X"—1

) = U e e,
Pour k € [2,n], on a P(\) = 5.

Compte-tenu de notre indexation des racines de 1'unité on obtient :

les valeurs propres de A sont {n(";l)} U{s4, 2<k<n}l.

b) On a alors det(A) = ”(”;1) [+ = n" (n+1)
k=2

2 [Tims(Ae—1)
Les (A, — 1) pour k € [2,n] sont les racines du polynome
n—1
S(X+1)= Y (X +1)F
k=0

qui est scindé, de degré n—1, de coefficient dominant 1 et de terme constant
n (somme des termes constants des (X + 1)), donc avec les formules de

Newton (relations coefficients-racines pour les polynomes scindés), on a
n

01 = (171 = 1y

: _ n—1(n+1)n"""
Finalement, |det(A) = (—1)" 12—

. a) Le déterminant de A étant non nul, A est inversible. Le polynome ca-
ractéristique de A est de la forme

n—1
k=1
Avec le théoreme de Cayley-Hamilton, on a

n—1
0, = det(A) - I, + 3 ap A¥ + (=1)" A", c’est-a-dire
k=1

n—1
A x 1 [(_1)71—1 An—l _ ];0% Ak_l} — Ina

det(A)
n—1
ce qui donne A™! = detl(A) (=Dt AL = STy AR,
k=1

c’est-a-dire | A7 € Vect({A*, 0 <k <n—1})].
b) On pose H = Vect(G).

Pour tout k de N, A*¥ = [P(F)]* = P*(F) € H (I'application P +— P(F)
est un morphisme d’algebre).Comme {F*, 0 < k < n — 1} est une base de
H,




il existe un (unique) (ug)ocp<n_1 tel que A=F = S0 wy FF|
c) Avec (X —1)?P(X)=n(X —1) X"+ (X" — 1) (voir 2-a) et F" = I,,
on obtient

(F-1)A=n(F-1,)|.
d) On en tire (F — I,,)> =n (F — I,) A7!, c’est-a-dire , pour n > 4
F?—2F + 1, =n >} Zgus FM' = S0 ug FY,
F2—2F+In:n[(un 1 —uo) In + > 1 1(uk 1—uk)Fk]
(o1 — o — L) Iy + (wo — wr + 2) F + (ug — ug — 2) F2 4+ 37 3wy — ug,) F¥ = 0.

La famille (F*)o<r<n_1 étant libre on obtient
1

Un—1—U0=g
2
UO—Ulz—ﬁ
_ 1 )
Uy —u2 = 4

Vk € [3,n — 1] ug_1 = uy

U = U3 =+ = Up-1
ce qui est équivalent a Uy — Uy =
Uy — Uz =

S |3 =

e) Avec 1-e) et la linéarité de la trace, on a tr(A) = n .
La matrlce A1 a pour Valeurs propres les inverses de celles de A, donc,

avec Z Ar =0 c’est-a-~dire Z A =

k=1 k=2
n
_ 2 Ae—1 2 1 n—1 __ 2 _ 2—n—n?
tr(Ad) = o+ 2 S = o E e =5 = v — L= T
k=2 fe=2
Finalement, |uy = 22_ (7;‘;:12) :
f) Alors up = + + 2 &;’f) = — (2 3y et ur = uz + 1= Zj?n”:lz) et finalement
_ n—1
A = g (@ == ) L+ (0P + 2) F 42 350 Y
ou si 'on préfere,
a, b, 2 - 2
2 e el el
A= 1 S ola,=2—n—n’etb,=n’>+n+2
n2 (n+1) : . . . ) n n .
2 2 a,




