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Epreuve de Mathématiques A MP

Corrigé rédigé par Philippe Patte

Partie I

=0
en y’, & coefficients continus sur I, admet une solution unique sur I qu’on peut calculer, par exemple, par la
méthode de variation de la constante.

/ —
. Le probleme de Cauchy { yy—(i—();y_— f , associé a une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1 résolue

On peut aussi remarquer que g : ¢ — @(f)(x).e®® est dérivable sur I et que
Ve €1, g'(x) = e“(co(f) (@) + o(f) (x) = e f ().

x
Comme ¢g(0) =0:Vz e I, g(z) = / e’ f(t) dt; ce qui montre la formule annoncée.
0

. o(f) = f — cp(f) est continue, donc ¢(f) est de classe C! sur I.
La linéarité découle de la formule du I1 et de la linéarité de I'intégrale. On peut aussi la démontrer a I’aide du
principe de superposition.

Partie 11

1. Vuen cours : Vf € COD), ||flly < Vb —allflly et [[fl,<vb—allfl-

. Soit x € 1.
—en . e | [T e 1 . max(|1 —e~c|, |1 — e
el <o [ el i< e ["e il = L -1l < 2o
max(|1 — e[, |1 — e~
Done [lp(f)]. < - s
() (@)] < e /[ RO /[ U] d e /[ 0] ar=e =g,
0,z 0,z a,

Par intégration, on en déduit que ||o(f)||; < (b— a).e®= ||f|, .

. En combinant les questions II 1 et 4, on obtient |¢(f)(z)| < Vb —a e“®=9) || f|,.

On en déduit que [|o(f)|l, < Vb —ab—a et~ | f],.

. Comme ¢ est une application linéaire, les inégalités établies aux questions 2, 3 et 4 assurent que ’application ¢

de C°([a, b]) dans lui-méme est continue lorsque C°([a, b]) est muni de la norme |||, de la norme ||.||; ou de la
norme ||.||,.

Partie III

ef)\:c _ecm
c—A
. Dans tous les cas, les fonctions fy et ¢(f)) sont positives, continues sur I = [0, +o0o] et négligeables au voisinage

. On utilise la formule du I 1. Si A # ¢, o(fa)(x) =

; sinon, () () = ze~c.

de +o00 devant —, donc intégrables sur .
x
1 1
On obtient facilement || fx||; = X et le(fa)ll; = e
c

1 1
. Le méme raisonnement donne || fy||, = 7o et (), = m

. La restriction de ¢ & L'(I), encore notée ¢, est linéaire.

b's
Soit f € LY(I). On montre que ¢(f) (qui est continue) est intégrable en montrant que / lo(f)(x)| dz est
0

majorée quand X décrit I.
Le théoréme de Fubini sur un domaine triangulaire (donc élémentaire) assure que

/ Y o) (@) d < / T e / Ceet | f(0)| dt dar = / ) ( / mec(”)lf(t)ldt> do= [ 3 < / Xec(“”)lf(t)ldm> dt
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b's X 1 e(t—X) b'e 400
Done [ fe()@)] dr< [ = lrwlar< [ Lirmlar< g [ irwlae= LIl

c
1
On en déduit que ¢(f) est intégrable sur I et que |[¢(f)|l; < - Hf||1
Autrement dit, o(f) est dans L'(I) et ¢ est un endomorphlsme de L1(I).
1
L’inégalité || (f)|; < = ||f]l, valable pour tout f € L'(I), assure la continuité de 'endomorphisme ¢ sur L'(1).
c

1
De plus, [[l¢|ll, < -

le(Ill, _ 1

== llellly = =
Il e '
. En multipliant Iégalité f = ¢’ + cg par g et en intégrant entre 0 et X, on obtient

Comme

VX >0, QQ(QX) +c/Xg2(t) dt = Xf(t)g(t) dt
0

0
b's X X X
1 . 2 2
On en déduit que : C/o g-(t) dt < / fg(t) dt < \//0 f) dt\//o
Donc C\// ) dt < \// f(t)? dt, que / g(t)? dt soit nul ou non.

X
1
Finalement, si f est dans L?(I), on a VX > 0, / g2(t) dt < =/ f|l,- Comme g? est continue et positive, cette
0 C

majoration assure I'intégrabilité de g2, donc I'appartenance de g & L?(I) : ¢ est un endomorphisme de L?(T).
1

On obtient de plus la majoration ||g|l, = [|¢(f)lly < = ||flly, qui traduit la continuité de ¢ sur L*(I). On a
c

; 1
également ||l < -

Il 1
A2l clc+ X)) r—ot ¢’

Comme , on a finalement |||¢]||, =

Partie IV

. Soit f dans G
On doit montrer que g = ¢(f) est dans G.

Sur | — R, R[, f est somme d’une série entiere de rayon de convergence p au moins égal & R. Il en est de méme
de la fonction ¢ — e (qui est développable en série entiere sur R). Donc, sur | — R, R|, la fonction ¢ — f(t)e
est somme de la série entiére produit, dont le rayon de convergence p’ est au moins égal & min(p, +00) = p.

xr
Par primitivation, la fonction z +— / f(t)e dt est développable en série entiere sur | — R, R, la série entiere
0

ayant pour rayon de convergence p’.

Enfin, par produit avec la fonction z +— e %", qui est développable en série entiere sur R, g est développable en

série entiere sur | — R, R[ la série entiere ayant un rayon de convergence au moins égal & p'.

. Va €] — Zan” et o(f be

n=0
Comme la somme d’une série entiere est derlvable terme a terme sur 'intervalle ouvert de convergence :
+oo too
Vo €= R, B[, o(f)' (@) = Y _(n+1)bnrra™; done Va €] = R, R[, ¢(f) () +ep(f)(x) = Y _[(n+1)bur1 +cbyla”
n=0 n=0

Par unicité du développement en série entiére, on obtient : ¥n € N, a,, = (n + 1)b,+1 + cb,,.

= (—1)n nlay,

nlb
En notant u, = (—1)" —=, e

Comme by = ¢(f)(0) =0, ug = 0.

N-1 N-1 N-—1
nla n!
Donc uy = Z (Upt1 — Up) = Z( HrHt Cn+n Finalement, by = Z( c)N=n= 1N'
n=0 n=0 n=0
Partie V
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1. (a) Vu en cours : le produit de deux fonctions de carré intégrable sur I est intégrable sur I.
(b) Vérification élémentaire.
(¢) C’est la norme associée au produit scalaire ¢.

2. Comme ¢ est un endomorphisme continu de L?(I), on peut trouver 3 dans R tel que

vfe L2(I), le(Hll, < BILI, -

(a) Soit f dans L?(I). Par hypothese, o(f) est dans L2(I), qui est un espace vectoriel, donc ¢(f)’ = f — cp(f)
est dans L2(I). Donc ¢(f) est dans H(I), et vaut 0 en 0, donc est dans K.

De plus, [[o(f)ll < [Iflly +clie(Hlly < NFllp + B Flly = A+ eB) £z
done [[p(N)I5 = eIl + Ie(f)1l5 < B2If15 + L+ B2 [If]15-
Finalement, avec A = /32 + (1 + ¢f)?, qui est indépendant de f, ||o(f)|lz < Al fll5-
(b) Tout d’abord, ¢ est une application linéaire de L?(I) dans K.
Si @(f) =0, alors f = ¢(f) + cp(f) = 0. Donc ¢ est injectif (c’est valable sur C°(I)).
Soit g dans K. On pose f = g’ + cg. Alors f est continue et appartient & L?(I) (par combinaison linéaire
d’éléments de L2(I)). De plus, comme g(0) = 0, g = o(f).
Donc ¢ est surjective de L?(I) dans K.
Finalement, ¢ est un isomorphisme de L?(I) dans K.
(c) L’inégalité de la question 2.a assure la continuité de 'application linéaire ¢ de (L*(I), ||.||,) dans (K, ||| ;)
(d) Soit g dans K. D’apres la question 2.b, ¢ ~1(g) = ¢’ + cg.
Done [~ (9)[l, < l9'll + cllglly < gl +cllgllyy = L+ ) gl -
Cette inégalité assure la continuité de I'application linéaire ¢~ de (K, .| 5) dans (L*(1),|].||5).

Partie VI

1. La solution générale de I’équation ' +cy = f s’écrit comme somme de la solution générale de I’équation y'+cy = 0
(soit & — k e~* avec k constante réelle) et d’une solution particuliere de I’équation compleéte, par exemple p(f).
Elle s’écrit donc

y:x—ke “+p(f)(x) avec k constante réelle.

On écrit que y est 2w-périodique si et seulement si Vo € R, y(x) = y(x + 27). Apres simplification de ’égalité,
on obtient :

y est 2m-périodique si et seulement si k = ... (une quantité indépendante de x!!!).

Mais il y a mieux. Si y est solution de ’équation différentielle, comme f est 2m-périodique, on vérifie facilement
que z : x — y(x + 27) est aussi solution.

Alors y est 2m-périodique si et seulement si y(0) = z(0), soit encore y(0) = y(27), soit encore

—27c

e 27 .
k= Iijg:;;;jﬁ e f(ﬂ dt.

D’ou l'existence et 'unicité demandée.

Alors ¥(f)(0) =k = ....

Tout d’abord, v est linéaire; ¢a se voit facilement, par linéarité de I'intégrale, sur ’expression de ¥ (f) :

e—QWC

2
V@) = T [ ) dte T o))
On peut aussi le prouver en invoquant le principe de superposition.
Ensuite, 1 est bien a valeurs dans F' par construction.
Enfin 9 est bijective de E dans F. La preuve est identique a celle donnée a la question V 2b pour ¢.
Donc ¥ est un isomorphisme de E dans F'.
2. Comme f = (f) + c(f), on obtient, par linéarité de ¢y, :
ce(f) = ex(@(f)) + c.cu(@(f)) = tk.cr(P(f)) + c.oe(¥(f)) = (¢ + k) dr(f).
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—+oo
3. La série Z lex(f)|? converge et 27 Z lex ()2 = ||f||129 C’est la formule de Parseval, utilisable avec f dans

kezZ k=—o0
E.

2 2 2
Pour g dans F : [|gl|z = llgllz + ll9'[|e-
En appliquant agetag le résultat précédent, on obtient :

+oo
||g||F—27r Z lek (g | +27 Z lek(g > =on Z lek(g | +27 Z liker (g 2=on Z (1+k2)\ck(g)|2.
k=—o0 k=—o0 k=—o0 k=—o00 k=—o0

Soit f dans E.

Al 2 _ R R 2
ors [[Y(f ||F_27Tkz—oo + k%) |di(f |—27Tk_z_:oom|ck(f)|-

Or Papplication z +— est monotone sur R™ (croissante si ¢ > 1, décroissante si ¢ < 1). Donc pour x > 0,

x
24

14+ =z 1
la quantité — est comprise entre la valeur en 0 (soit — ) et la limite en +oo (soit 1).
A+ c

2

1+k . 1
Donc pour tout k € Z, ———= est compris entre les constantes 1 et —.
c c

e
+oo 1
On en déduit que ||w(f)||?¢ est compris entre 27 Z lew())? = ||f||129 et — Hf||129
c
k=—o00
1
Finalement, v (s )HF est compris entre 1 et — :
1/l c

[y 1
Iy =)

. L’inégalité de droite assure la continuité de I'application linéaire ¢ de (E, |.||5) dans (F, ||.||z)-
On peut réécrire 'inégalité de gauche :

Vf e E,f#0,min(l, *)_

VgGF,g#O,W””HE< x(1,c).
F

Donc lapplication linéaire ¢y~! est continue de (F, |.||») dans (E, |.| z)-
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