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Premiere partie

1. On sait que V¢ €]-1,1[,In(1 +¢) = 3% (G 1) "™, Pour x € [0,1], on a donc
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2. (a) Immédiat d’apres la question précédente avec x,, dans [0, 1] pour n > 1.

b) On majore =—— par + dans la relation de la question précédente. On obtient
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(¢) i DaprésI2a, v, =InU,—InU,41 > 0 pourn > 1. Donc la suite (In U, ),>1 est strictement décroissante.

ii. L’inégalité du I2b s’écrit InU,, — ﬁ <InU,+1 — ﬁ pour n > 1. Donc la suite (InU,, — ﬁ)nzl
est croissante.

3. Comme la suite (ﬁ)nzl converge vers 0, les suites (InU,)n>1 et (InU, — ﬁ)nzl sont adjacentes, donc
convergent vers une meéme limite [. Par continuité de I’exponentielle, la suite (Up)n,>1 converge vers le réel
strictement positif exp(l).

Deuxieme partie
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1. On note a, = *— le coefficient de 2" dans la série entiere. D’apres la formule de Stirling, a, ~ CT I
. 3

Donc |a"+1 | converge vers e et le rayon de convergence de la série entiére vaut exp(—1).
2. En reprenant la question précédente, a, exp(—n) ~ J%?% Avec des séries a termes positifs, on obtient la
n?2
convergence de la série entiére pour z = exp(—1).

3. On a donc la majoration de |a,a™| sur [—exp(—1), exp(—1)] par a, exp(—n), indépendant de la variable z, terme
général d’une série convergente. D’ou la convergence normale et uniforme de la série entiere définissant f sur

[— exp(—1), exp(=1)].
4. Comme le terme général de la série entiere est continu sur [—exp(—1),exp(—1)] et que la série entiére converge
uniformément sur [—exp(—1),exp(—1)], f est continue sur [—exp(—1), exp(—1)].

Troisieme partie

1. On note 6(x) = In(1 + x) — x. la fonction 6 est dérivable sur] — 1, +-00(, de dérivée 6’ = 7= Sur |0, 00[, 0" < 0.
Donc 6 est strictement décroissante sur [0, co[. Comme 6(0) = 0, la fonction 6 est & valeurs strictement positives
sur ]0, oo(.

Pour n > 1, on a donc nln(1 + %) < m et par stricte croissance de I’exponentielle, (1 + %)” <e.

2. La fonction f est somme d’une série entiere de rayon de convergence exp(—1), donc est de classe C*> sur

Iintervalle | — exp(—1), exp(—1)[ et ses dérivées se calculent par dérivation terme & terme.
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En particulier, sur | — exp(—1),exp(—1)[, f/'(z) =



3. Sur lintervalle [0, exp(—1)[, f'(z) >
1

Sur Pintervalle | — exp(—1),0[ : en notant a,, = &2z on a
n.:
2p—1 p—1 +oo
4 = 1 — 1 = *
@)= lim Z an = lim k_O(CYQk + azk41) I;)(azk + azkq1)

Or % =1+ ﬁ)%“m < e.é = 1. Donc aiag + gy est du signe de aiy, i.e. strictement positif.

Finalement f’(z) > 0 sur tout U'intervalle | — exp(—1), exp(—1)[ et f est strictement croissante sur cet intervalle.

Quatrieme partie

1.

On note b, = (—1)"":;—71%)" et ¢, = |by| de sorte que Ay = 32N b, et By = >N b,

Pour N > 1, AN+1 — AN =bant1 +bant2 = cant2 — can41 et By — By = —can43 — Cany2.

Or 2 = (1 + Lyn=le=l < (1+ L)"e™! < 1. Donc la suite (¢,)n>1 est strictement décroissante et pour N > 1,
Ant1 — An < O et Bnt1 — By > 0. Donc la suite (Anx)n>1 est strictement décroissante et la suite (By)n>1
est strictement croissante. Comme Ay — By = —bay 41 converge vers 0 (car la série Y b, converge), les suites
(ANn)n>1 et (Bn)n>1 sont adjacentes.

2. La limite des suites (An)n>1 et (By)n>1 est f(——) Donc By < f(——) < An pour tout N > 1.

3. Ay — By = —ban4+1 = can41 décroit vers 0. On calcule successivement cq,cs, ... jusqu’a obtenir un terme

strictement inférieur & 1072, ¢13 < 1072,

4. Donc %(AG + Ag) est une valeur approchée de f(—%) 4 0,5.1072. On trouve donc f(—%) ~ —0,77 4 102 pres.

Cinquieme partie

1.

¢ est de classe C™ sur R comme composée d’une fonction polynéme et de I’exponentielle. Par récurrence, on
obtient le résultat demandé.

Le résultat est immédiat pour i = 0.

Soit i entre 0 et m — 1. S'il existe un polynéme P; tel que Vo € R, ¢()(x) = P;(exp(z))(1 — exp(z))™ " :

va € R, 90+ (@) = exp(a) P/ (exp()) (1—exp() ™~ — (m—i) exp(a) Py(exp () (1—exp()) ™", donc ¢+1)(z) =
Pit1(exp(z))(1 — exp(z))™~ 0+ ot Py est le polynome P;yy = X(1 — X)P! — (m — i)XP;.

Donc pour tout i entre 0 et m, il existe un polynome P; tel que Vo € R, ¢ (z) = P;(exp(z))(1 — exp(x))™ .
Soit x € R.

oo (nz)k o] n n(n k
o(x) = Y0, Cr (D" exp(na) = 0, Co ()" 05 U = SIS0 C(=1)" )2, Comme le
développement en série entiere est donné par la série de Taylor de ¢, pour tout k: dans N,

- n nnk k(0
Zcm(—m (k—)!: ‘bk(! ).

En particulier pour k =m — 1. Or si m > 2, ¢™~1(0) = 0 d’apres la question précédente. Donc

ic:zn(_ nml ch_ nml_o.
n=0

La fonction g est de classe C™ sur R et ¢'(y) = (1 —y) exp(—y). Donc g est strictement croissante sur | — oo, 1] et
strictement décroissante sur [1, +oo[. Elle tend vers 0 en +0o et vers —oo en —oo avec une branche parabolique
de direction I’axe des ordonnées. Le maximum, atteint en 1, vaut l.

. La fonction g est continue et strictement monotone sur ] — 1,0[; g(0) = 0 et g(—1) = —e. Comme —3 est
strictement entre —e et 0, il existe un unique o €] — 1, 0[ tel que g(a) = — 2.
Soit y € [a, 1]. Comme g est croissante sur [a, 1], g(y) € [g(@), g(1)] = [~ 3, &].

Soit y € [a, 1]. Comme g(y) € [_éa é] :

flyexp(—y)) = flg(y)) = 025 Zor(yexp(—y)" = 027 By exp(—ny) = Y02 2oy (3,20 ()P 4ryF) =
00 00 pnth-1 00 00 m—n nmol
o (i (D) ey = a (S (1) Al (m—n)1¥ ™).
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6. Soit y € [, —a]. On étudie la suite double de terme général positif |z, ,,|. A n fixé, la série de terme général |z, |

1 +h—1 -1
est convergente, de somme s,, = :@‘:O |Zn,m| = :fn %Mm = Z;Sa ":!WWWHC = "2; |ly[" Z;:()) ;%)u|”9|k =

2yl exp(Inyl) = “—(Jylexp(ly|))". Comme —|y| € [a,0], [ylexp(lyl) = —g(—|yl) € [—%,2]. Or la série

entitre définissant f converge sur [—1, 1]. Donc la série 3 s, converge. Donc la suite double |z, |, et donc la
suite double zj, ,,, sont sommables.

7. Pour y € [a, —a], on peut donc permuter les deux Y dans I’égalité de la question 5 :

+oo 4o +oo +oo —+oo m B nm_l +oo (_1)m m .
f(yexp(—y)) = Z(Z “n,m = Z(Z Znm = Z( (=™ "mym) = Z( ml Z(—l)nnm Co)y™.

En reprenant 1’égalité de la question 2, il ne reste que le terme m = 1. D’ou 1’égalité demandée.

8. Sur lintervalle [a, 1], g est continue et strictement monotone et on a 1’égalité f(g(y)) = y. La fonction f est
donc la fonction réciproque de la restriction de g & [a, 1]. On obtient sa courbe représentative par symétrie par
rapport a la premiére bissectrice de la courbe représentative de la restriction de g a [a, 1].

9. La fonction g est dérivable en v et en 1, ¢’(1) = 0 et g’(al) # 0. Donc f est dérivable en o mais pas en 1.
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