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Problème 

Préhminaircs (déjinitzons et rappels). 

l Dans tout le problème E désigne un espaw vectoriel de dimension finie sur le corps 
c des nombres complexes. On note n sa dimension et, on suppose 72 3 2. On nok 
L(E) son al@bre tl’enclomorphismes. 

l Soit ‘11 E L(E). Si B est une base de E. on note Mut( IL. B) la matrice de ‘11 sur la 
base t?. 

l Soit ‘1~ E C(E). P our tout entier naturel p non nul. on note IL” = u On pose 

P fo- 
lLO = Id. 

0 Soit P E c[X] et LL E C(E) ( on notera P(U,) l’application linkaire définie par : 
Vq E N ; P(,u) = C ukuk si P(X) = C akX”. 

O$k<9 O<k<9 

l Soit u E C(E) . on appelle comm,utant de LL l’ensemble C(U) des endomorphismes qui 
commutent avec u . on a : 

C(u) = {v E L(E). u 0 II = vo u}. 

On rappelle que C(U) est un sous-espace vectoriel de C(E). 

l On dit qu’un endomorphisme u E L(E) est nilpotent si et seulement si il existe un 
entier naturel non nul p tel que u JJ = 0. Dans ce cas, le plus petit entier p vérifiant 
UP = 0 est appelé indice de nilpotence de u. 

l On note M,(c) l’algèbre des matrices carrées à n lignes et n colonnes et à coefficients 
dans le corps des nombres complexes @. 

Tournez la page S.V.P. 
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Partie 0. Un exemple. 

Dans cette partie, on considère la matrice ïV de M,(C) telle que : ïV! est diagonale et ses 
coefficients diagonaux sont les n entiers consécutifs 1,2, . . . . n. Ainsi, on a : 

lvl = 

lOO..O’ 

0200.. 
00.0.’ 
. 0 . 
. . . . 0 
0 -On 

On notIc C( IV) le sous-espace vectoriel formé par les matrices de M,(c) qui commutent 
avec lu. 

1. Demontrer que C( IV) est l’ensemble des matrices diagonales. 

2. En déduire la dimension de C( .U). 

L~;~I~S tolrt la suite du problcme. ‘11 clésigne un endomorphisme de E 

Partie 1. Commutant d’un endomorphisme diagonalisable. 

Si X E @ est une valeur propre do 71, on note Ex (16) le sous-espace propre associé : 
E\( IL) = ker(,u - Xlcl)). 
Dans cette partie, on suppose l’endornorphisnle 11, cliagonalisable. Soient 1-1 E IV’ et 
(X~.X,....,X,,) E CP ses valelus propres. On a : 

E = 1 ~<pEh,(U!. 
5. -. 

011 pOt;e Tli = dim Ex, (U) pain 1 < i < p. 
Soit B une base de E. On rappelle que la base B est dite ndaptfie à la somme directe 
E = a I?x, (u) s’il existe pour chaque entier i compris entre 1 et p, une base (e;. . . . . t$, ) 

I<l<P 
du sous-espace vectoriel Exl (u,) telle que B = (ci. . . . . en,. el. . . . . ei7. . . . . el, . . . . e:J. 

1. Montrer que si u E C(U) alors les sous-espaces Ex, (u) sont stables par v. 

2. Pour tout entier i compris entre 1 et p3 on note ui l’endomorphisme de ,?A* (u) induit 
par ‘11. Que peut-on dire de Ut? 

3. En déduire que 2: E C(U)) si et seulement si, sur une base 23 adaptée à la somme 
directe E = r<~~pEX, (u,) : 

Y\ 

ikm(2~: a) = 

avec v E M,,(C) pour 1 < i < p. 

4. Montrer que dim C(,U) = C nf 
l<ZSP 

:. v, 0 0 0 . v, 0 0 0 . . 0 0 .o.. . 0 . . 0 . . . . 0 0 . . 

v, 

5. Montrer que si 11 est diagonitlisable. alors dim C( 1~) 3 11. 

G. Montrer qu‘il existe (I E C(E) tliagonalisab~c t,el que tlim C (u) - IL. 
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Partie II. Commutant d’un endomorphisme nilpotent d’indice 2. 

On suppose dans cette partie que u est nilpotent d’indice 2 et que n 3 2. On note T le 
rang de u. On pose s = 72 - 2~-. 

1. Montrer que Im,u c ker 71. En déduire que I‘ < F. 

2. Soit G u11 supplémentaire de ker u dans E muni de la base (ei, ekT . . ~ e:), montrer 
que la famille (,u(ei); u(ek), , zl(el,)) est une base de Imu. 

3. En utilisant un sous-espace vectoriel H de E tel que ker u = Imu 8 H, montrer qu’il 
existe uue base B’ de E telle que : 

1, désigne la matrice identité d’ordre 7‘. 

4. Soit v E C(E) ; la matrice de u dans la base 0’ est définie par blocs en posant : 

Montrer que ‘u E C(U) si et seulement si 

A4 = Os,, 

A7 = Or>, 

A8 = O,,, 

o P,q désignant la matrice nulle à p lignes et q colonnes. 

A9 = Al 

5. En déduire la dimension de C(U) en fonction de 72 et de T. Montrer que : 

dimC(rb) 3 $. 

Partie III. Commutant d’un endomorphisme u vérifiant la relation (1) : 

(1) (ZL - Id) 0 (ZL - 2Id)” = 0. 

Id désigne l’application identique de E. On rappelle que : 
(ZL - 21d)” = (u - 21d) 0 (u - 21cl). 

On pose El = ker(ii - Id) et Ez = ker(Tl- 21d)“. ~1~ = clim El et ~1.2 = clim Ez, on suppose 
de plus ~1.1 3 1. 712 3 1 et n. 3 2. 

1. Montrer en rappelant le théorème utilisé que : 

On note pl le projecteur sur El parallèlement à E2 et p2 le projecteur sur Ez 
parallèlement à El. 

Tournez la page S.V.P. 
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2. Decomposer en cléments simples dans c (X) la fraction rationnelle 

F(X) = (X - ,)iX - 2)” 

En déduire deux polynômes U et V tels que : 

1 = U(X)(X - 1) + V(X)(X - 2)’ . cleg U < 2 et deg V < 1. 

3. Mont!er que pl = V(u) o (u - 21d)2 et p2 = U(w) o (u - Id). 

4. On note d = p1 + 2p2 ; montrer que d est diagonalisable. 

5. Soit ‘UI = ‘U - d. Calculer ,uj2, en déduire que w  = 0 ou w  est nilpotent d’indice 2. 

6. Détermination de dim C (u) 

(4 
(14 

(4 
(4 

(4 
( f 1 

Montrer que : 2’ E C(U) si et seulement si u E C(d) et ‘~1 E C@I). 

Déterminer les restrictions de ‘u! à El et E2 respectivement. En déduire qu’il 
existe une base B de E telle que 

oi~ N est la matrice de l’endomorphisme induit par (U - 21d) sur I32 sur une 
base de &. 

Montrer que le rang de la matrice N est égal à ~22 - dim (ker (,u - 21d)). 

Montrer que v E C(U) si et seulement si 

et 

Montrer que u est diagonalisable si et seulement si N = 0. 

On suppose ‘U non diagonalisable. déterminer dim C(U) en fonction de n,l, 7~2 et 
dim(ker( u, - 21d)). 


