Concours ENSAM - ESTP - ECRIN - ARCHIMEDE
CORRIGE DE L’EPREUVE DE MATHEMATIQUES 3
2001

PARTIE 1

1°.(a) L(f) est une primitive de f, il existe donc une constante C telle que pour tout t € [a,b] : L(f)(t) =

/f )du+ C.

La relation / L(f)(t)dt = 0 permet de déterminer C = =3 / (/ flu du>
—a

Dot L(f /f du——/ (/f du>dx

On montre facilement que f +— / flu)du— b— / ( / fuw) du> dx est une application linéaire de
a —aJg a
Ey dans Ey, donc

|L est bien définie, C’est un endomorphisme de E0.|
1°.(b) Soit f € ker L, alors, L(f) = 0. En dérivant, on obtient f = 0.

1°.(c) L(f) est dérivable de dérivée f, donc L(f) est de classe C'*:

n’est pas surjectif car les éléments de son image sont de classe C2.

E — E1
fo= L))

|La restriction de L a FEin’est pas un automorphisme de Fj.

L’endomorphisme

2°.(a) On repart de la formule trouvée en 1°.(

/f(u du——/ ([ f'du>dx
b_a/ (/f >dx—m/a (/ f(u)du)dx

b—a/ (/f >
b—a/ (/f du>dx

2°.(b) L(f) est continue sur le segment [a, b], donc elle est bornée et atteind sa borne inf en un point z; € [a, b]
et sa borne sup en un point x5 € [a, b]. Pour tout t € [a, b]:

[L(f) (i) < L(H() < L(f)(zs).]

2°.(c) /ab|x—t|dt:/;(x—t)dt—i-/:(t—x)dt

2 b2
:xQ—(a—l—b)x—i—a ;— .

L)) =

2 2

L’étude des variations de la fonction x +— 2% — (a + b)x + permet de montrer que sa borne

(b—a)
2

supérieure est , donc

b 2
b—
sup/|t—x|dt:( a)-

t€la,b] Ja 2
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o= [ ([ s
Sbia/b /;f(u)du
Hf|| /|

dzr

| /\

Donc

L) <

Le théoréme de continuité des applications linéaires permet de déduire de la relation ||L(f)]] <
que

|L est continue sur E0.|

b
2°.(d) L(Py)(t) =t+ C avec / (t+C)dt =0 donc L(Py)(t) =1t —
De Ia relation |IL(7)]| < * 7], on déduit [|[2]]) < *°.

b—a

a+b b—a
et |IL(P)] = 25

b—
De la relation || L(Pp)|| = —, on déduit |||L|| >

On a donc

b—a

L =
el ==

PARTIE II

1°.(a) Fi={f€Eo, Vi€lab] flat+tb—1t)=—f(1)}
={f €k, Vtelab] fla+b—t)=f(t)}
b
L’application fi : ¢ — (t - %) est dans Fy donc F est non vide et non réduit a {0}.

L’application fs : t +— (t — a)(t — b) est dans F» donc F» est non vide et non réduit & {0}.
1°.(b) On voit facilement que F; et Fy sont des sous—espaces vectoriels de Ey.

Soit f € Fy. 1l existe C' € R tel que L(f / fu)du+C  (L(f)primitive de f)

a+b—t
Alors, L(f)(a—l—b—t):/wb flu)du+C

2

¢
—/ fla+b—v)dv+C  (changement de variable v =a +b — u)
a+b

t
= /H) fwydv+C  (car f € Fy)
donc, si fZE Fi, alors L(f) € Fy.
L(Fl) C Fy
Soit f c Fs.

b t b a+b—x
/ (/ \ fuw) du) dt = / (/ \ fuw) du) dxr  (changement de variable t = a+b— x)
o \Jeog o \Jeop

2

b T
= / (— , fla+b—w) dv) dxr  (changement de variable u = a + b — v)
a at

2

b T
= —/ ( Q_H)f(U) dv) dr  (car f € Fy)

2
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t

a+b
2

b
On en déduit que si f € Fy, alors, / (

On a alors

a+b—t
L(f)(a—i—b—t):/a_H) f(u)du

fla+b—v)dv
a~2H)
i

(changement de

(v)dv+C

a+b

Si f S FQ, alors L(f) c Fy.

(car f € Fy)

fuw) du) dt =0 et donc L(f)(t) =

. f(u) du.

variable v = a + b — u)

L(FQ) Cc Fi

2°.(a) Vt € [a,b], g(a +b—1t) = g(t) donc g € Fy.

De la méme fagon, on définit la fonction h sur [a, b] par h(t) =

h € Fi.
2°.(b) Soit f € Ep, alors f =h+g
De plus Fy N Fy = {0} donc

[f(t) — f(a+b—1t)] et on vérifie que

| =

(notations du (a)) avec h € Fy et g € F» donc Ey = Fy + Fb.

Ey=F®F,

2°.(c) Soit n un entier supérieur ou égal & 2.
b
OO - L (D) = [ (L) e (ear L (est )
b a
= / L" Y (f)(t)dt =0  (définition de L)
Donc,apour tout entier n > 2
[L"(H)(b) = L"(f)(a)]
3°.(a) f € Fy, L(F1) C Fy et L(Fy) C Fy, pour tout entier n € N*, L2"~1(f) est donc un élément de Fj.
On a alors L*"71(f) (a—;—b) = L") (a—i— b— ot b> = —L*71(f) (a;— b>
donc pour n € N*:
201 f) <a+b> _0
De la méme fagon,
LH(f)(a) = =L (f)(a + b —a) = =L*"*1(f)(b) or, on sait que L*"*1(f)(a) = L*"1(f)(b)
donc pour n € N*:
(L7 (f)(@) = 22" (£)(b) = 0]
/T L*(f)(t)dt = /T (L2"+1(f))l (t)dt = L*"(f) (aT—i—b> — L*""1(f)(a) = 0. donc pour n €
N*: a a
(=0

3°.(b) (L(f))' = f et f est strictement positive. On en déduit les variations de L(f).

a+b

- b

/

L(f)(®)

o

(L2(f))" = L(f), de plus, on sait que la moyenne de L?(f) sur [a,b] est nulle, L?(f) s’annule donc en
deux points que ’on notera cy et do. On en déduit les variations de L2 (.
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a+b

(L3(f))" = L*(f), de plus L?(f) s’annule en a, b, et . On en déduit les variations de L3(f).

t a C2 aT-H) dQ b
L(f)t) | LX(f)la) o 0 N\ S0 0 LA(f)(a)
L2(f)(t) 0 / N0 N / 0

De méme, on obtient les variations de L*(f) et de L5(f):

t a Cy aT-H) d4 b
L(He) | LHa) 0 S N0 N L))
LP(f)(t) 0 N\ S0/ N 0

Par récurrence, on peut déterminer les variations de L™(f) lorsque n décrit N*:
Variations de L (f) et de L*1(f), p € N*:

t a C4p aT-H) d4p b
L(f)(t) L*(f)a) 0/ N0 N LP(f)(a)
L (f)(t) 0 \ S0/ \ 0
Variations de L*?T2(f) et de L***3(f), p € N:
t a Cap+2 aT—H) dapy2 b
LP2(f)t) | LP2(f)(a) N\ 0 N\ / 0 / LPE(f)(a)
L™ (f)(t) 0 / N0 N / 0

3°.(c) Qn ={t € [a,b]|L"(f)(t) = 0}
Des tableaux de variation de la question précédente, on déduit que:
pour n = 1, le cardinal de Q4 est 1, pour n pair, le cardinal de €, est 2, pour n > 3 impair, le cardinal
de Q,, est 3.
3°.(d) De méme,
pour n =1, L(f)(a) <0,
pour n > 3 impair, L™(f)(a) =0,
pour n congru & 2 modulo 4, L™ (f)(a) > 0,
pour n multiple de 4, L™(f)(a) < 0.

PARTIE 11T
1°.(a) Po(t) =1
PU(t) = (1 —a) — 221
PQ(t):(t—Qa) _(b_a)Q(t_a)Jf(bI;)
—a)® —a)(t —a)® —a)’(t—a
PO e L R0 [ Al s U
(X_a)n—l

1°.(b) Montrons 'égalité P,(X +b—a) — P,(X) = (b — Q)W par récurrence sur n.
n—1)!

Pour n =1, on a bien P{(X +b—a)— P (X)=(b—a)
(X —a)nt

Supposons que pour un entier n € N* on ait P,(X +b—a) — P,(X) = (b—a) =1
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X _ n

La dérivée de P, 41 est P,, donc le polynéme P, 11(X +b—a) — Ppy1(X) — (b — a)%
n!

(X _ a)n—l

(n—1)!
De plus, sa valeur en a est Pp,4+1(b) — Ppt1(a) qui est nulle d’apres la question 1T 2°(c).
(X —a)"

n!

a pour

dérivée P, (X +b—a) — Po(X) — (b—a) , qui est nulle d’aprés ’hypotheése de récurrence.

On en déduit que le polynéme P, 1(X +b—a) — Pr11(X) — (b—a)
a l'ordre n + 1.
D’apres le principe de récurrence, on a montré que

est nul, d’ou la relation

(X —a)"!
(n—1)! °
1°.(c) Dans la relation précédente, on pose a =0,b=1,n=3 et X =k.

]{?2
On obtient P3(k + 1) — P3(k) = 5

VneN* P,(X+b—a)—P,(X)=(b—a)

1 n
On somme alors pour k variant de 1 & n et on trouve P3(n + 1) — P3(1) = 3 Z k2.
k=1

Bt
Or P5(t) = 51 + D d’ott finalement

6

", nm+1)@2n+1)
g k* = .
k=1

1 b
2°.(a) ¢(P,Q) = m/ P(t
 est une applicat?on de P x P dans R.

On vérifie facilement que @ est bilinéaire et symétrique.
Pour tout P € P, (P, P) > 0 et si o(P, P) =0, alors P = 0 donc ¢ est définie positive.

|<p est bien un produit scalaire de 73|

Paca ()P (1 dt) (a2

u'=PFP,_1 v=DPyuy

2°.(b) Integrons ©(Pp, Py) par parties:

L / D= ([Pn<t>Pm+1<t>1Z -/

or, on sait d’apres II 2°.(c) que pour k > 2, Py(a) = Py (b) donc pour m >n > 2, on a
(P(Pn; Pm) = _(P(Pn—la Pm+1)-
On montre alors par récurrence que

b

-1 n+1 b
AP ) = (1P, P = G [P ma a
(e )
Puis ﬁ / Pm+n_1(t)P1(t) dt
_ (=)t b b N . fu=P vV =Puina
= [Prn (t)P1(1)], — ) Pptn(t)dt | (on inteégre par parties: W=1 v=Pyin )
(_1)n+1 b
= (Prtn (0)P1(b) — Prygn(a)Pr(a)) (car / Pptr(t) dt = 0 par définition de L)
—a ;
(_1)n+1

T Th—a (Pmtn(a)(b—a)) (car Prin(a) = Prn(b) et P1(b) — Pi(a) =b—a)

On obtient bien pour m >n >0

o (P, Prn) = <—1>"+1Pm+n<a>\

o(Pn, Po) = —/ t)dt = —/ t)dt = 0 d’apres la définition de L.

2°.(c) P,(a) = L™(Py)(a) et Py est un élément de Fy tel que pour tout ¢ € [a,b], Po(t) > 0. En utilisant le
résultat trouvé en II 3°.(d), on montre que
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3°.(a)

‘Pn (a) = 0 si et seulement si n est impair et différent de 1.‘

Pout tout entier n, le polynome P, est de degré n, (P,), o est donc une base de P.
On en déduit que les espaces FP; = Vect {P,,n € 2N + 1} et FP, = Vect{P,,n € 2N} sont deux

espaces supplémentaires:

3°.(b)

4°.(a)

4°.(b)
4°.(c)

[P=FP, & FP,]

Si n est un entier pair et si m est un entier impair, montrons que (P, Pp,) = 0.
Sin =0, c’est vrai (IIT 2)(b).
Sio<n<m, p(Pn, Pyn)=(—1)""'P,1,(a) = 0. (dapres III 2) (b) et IIT 2) (c)
|La somme directe F'P; & F' P est donc bien orthogonale pour le produit scalaire ¢
= t —a)" % (b—a)
Montrons par récurence que P ( Z % 7 x
Pour n = 0 la formule est vraie.
- t —a)” (b —a)k
Supposons que P, ( Z % — x

Py, +1 est une primitive de P donc

t t (b _ a)n+1
Poi1(t) = / P, (u) du+ Ppy1(a) = / P, (u) du + ’7n+1m
; n+1 k b— )k a(b _ a)n+1
_;;)% n+1— k)Y k! T (n+1)!
n+l o n+1 kp_ a)k
- Z T+ 1 Bk
On obtlent la relation a ’ordre n + 1.
~ (t—a)Fb-
D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, P, ( Z % f k:?)
. = )" (b—a)”
On pose ensuite t = b: Py ( Z 'k:‘ Z
Or pour n > 2, P,(b) = P,(a) = ( ) —
n!

On en déduit la relation demandée pour n > 2:

n
Tn = Z Ck%
k=0

On peut alors déterminer une formule de récurrence permettant de calculer les ,:

n—2
Yo =1 et pour n > 2, v, _ 1——2
k=0
On en déduit que 7, est indépendant de a et b.
M = 5 72—67 Y3 =Y 74—307 '76—42: 8 = 30 710—667

On utilise le procédé d’orthogonalisation de Schmidt en calculant les produits scalaires avec les rela-
tions de la question IIT 2°.(b). (P, Py) = 0 et pour m > n > 0, ¢(Py, Pn) = (=1)" ™' Ppin(a) =
b—a)m™tn

(-1l

TYm+n
(m+n)!
On obtient comme base ¢—orthogonale du sous espace G de F' Py engendré par la famille (Py, Ps, Py, Ps):
P P4 4 P2
Py, P>, P. b— , P b— — b—
(Po, oy Pat (b —af' o, P+ (b0 —a)* o + (0 — ) s

mOlrm3ca.tex - page 6



