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Exercice

Calcul d’intégrales

0.1
0.1.1 Ona X2 +2X\X +1 = (X — 21)(X — 2z2) donc 21 + 20 = =2\ et 2720 =1 .

. 1 .

0.1.2 Soit 6 € R tel que z; = e, alors zo = — = e~
21

0.1.3 De la question précédente |z1| # 1 et |z2] # 1 (21 et 22 jouent un réle symétrique) et |z1] |z2| = 1 , forcement 'une

des deux racines est plus petite en module que 1 et I'autre et plus grande que 1 , par exemple 0 < |21] < 1 < |za].

, on en déduit que A = — cos 6 ce qui contredit A € C\ [-1,1] .

1
0.2 La décomposition en éléments simples s’écrit : Pr(X) =% i o + X4 avec
X—=n X — 2 1
a= = et b= =
PA(X) | x=., #z1—2 PA(X) | x—., 22—2

Ainsi

o 1 1 1
PA(X)_zleQ X*Zl X*ZQ
0.3
0.3.1 Soit z € R | la formule d’Euler donne

2
2\ + € 4 e
2€ia:
e2iT 4 2)et® + 1
26”
Py (e7)

0.3.2 De la question 0.2 on a

A = 26”’<}1 ! )

21— 29 \ ¥ — 21 e — zo

2 e’ 1
= - - — i (car z12z0 =1)
21 — 29 \ €% — 2 eir — L1

21
2 1 n z1e"*
21 —29 \1—e @z 1 —e¢Tzy

0.3.3 On a 0 < |z1] < 1 et |27 cos(nz)| < |21]|", la série Y |21]" converge donc > 27 cos(nzx) est absolument conver-
n>1 n>1

gente.
Nous avons

1 +oo
_ n_—inx
1— efiasz - Z 7€
1 —
n=0

et
T
z1€ - Z n+1 _i(n+1)x
—_— = 21 e
1—e®z
n=0
—+o0
o n _inc
= g zre
n=1



donc

—+oo
2 . ,
Fy(z) = P (1 + ) A (e + e‘””’))
n=1

+oo
2
= 1+2 T .
po—. ( + Z 2] cos(nx))

n=1

0.4

0.4.1 On a sup |w,(x)| = |21]" et |21] < 1 donc la série de fonctions > w, converge normalement et uniformément sur
zeR n>1

R.
0.4.2 Soit p € N et t € [—m, 7] ,de la question 0.3.3 on a

+oo
cos(pt 2
cos(pt)Fi(t) = pyn (cis)t l—— (cos(pt) +2 Z 21 cos(pt) cos(nt)) .
n=1

Soit fp, : t > 2} cos(pt) cos(nt) , la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur R et donc sur [—m, 7] , le

nz1
théoréme d’interversion de > et [ donne

7" T +o0 -
cos(pt) 2 B
/ At cost = 21 — 29 _ cos(pt)dt + 2 nzzl a4 cos(pt) cos(nt)dt | .

De la formule 1
cos(pt) cos(nt) = 3 (cos((p+mn)t)+cos((p—n)t))

on a

[ eostotjcosuar={ 05 7E L

On distinguant les cas p # 0 et p = 0, on obtient

/7r cos(pt) gt — 42y

» A+ cost 21— 29

Et par parité on a

/7r cos(pt) @t = 2z
0

A+cost oz —zy

0.5 Sii=2alors 21 = —2++v3et 25 =—2— /3 donc

2+ cost - 3

/7r cos(nt) i ™3 (-2+ \/g)n
0

Si A =cosha. avec a > 0, alors alors z; = e~ % et 2o = ¢ donc

cost + cosha sinh(a)

/7r cos(nt) @t —mre e
0




\
Probléme
Etude d’une série entiére
1% Partie
Quelques résultats préliminaires

1.1 Soit ¢ : [0,1] — R une fonction de classe C? telle que ¢ < 0 et ¢(0) = ¢(1) = 0.

1.1.1

1.1.2

1.1.3

1.1.4

1.2

1.2.1

Soit ¢t € [0,1] , on fait une intégration par partie

/0 (t— )" (s)ds = [(t— )@ ()]} + / P (s)ds

dott | p(t) = £/ (0) + / (t - $)o"(s)ds (1) ]

0

On écrit la relation pour ¢ = 1 on obtient :

o(1) = 0= /(0) + / (1 - 5)0"(s)ds

par suite | ¢’ (0) = —/0 (1—s)p"(s)ds (2)|

Soit t € [0,1] , les relations (1) et (2) donnent

ol) = —t /0 (1= )" (s)ds + /O (t — 5)¢" ()ds

/0 (st — s)¢"(s)ds —i—/t (ts —t)¢"(s)ds
¢ 1

= / (st — min(s, t))¢"(s)ds + / (st — min(s, t))¢" (s)ds
0 ¢

1
d’ott | p(t) = 7/0 (min(s,t) — st)” (s)ds .

Soit (s,t) € [0,1]%, on a
: [ s(1—t)sise0,1]
min(s, ) — st = { t(1—s)siseltl]
donc 0 < min(s,t) — st < ¢(1 —t). L’application  — z(1 — z) atteint son maximum en z = § d’olt :
0 < min(s,t) —st < 1.

1
Ona ¢”" <0et p(t) = —/ (min(s, t) — st)p” (s)ds donc
0

0< g0 < -1 [ o= LU

20) =¥/ (1)

ainsi |Vt € [0,1], 0< (t) < .

“+ o0
11 suffit de montrer que l'intégrale / pERCI dt converge .
2 n

[ hwe Lo
5 tln’t  In2 Inz

* 1 1
donc / dt — —— , ainsi la fonction ¢t — ——— est intégrable sur I'intervalle [2, 00 et
o tln“t @—tocIn2 tIn“t

Tooo g 1
A
9 tln“t In2

On a pour z > 2




1.2.2 La fonction ¢t —— est continue positive et décroissante sur [2,+oo[ , du théoréme de comparaison série et

tin?¢
L P , . 1
intégrale on déduit que la série Z 2 est convergente.
Synintn
1.3
1.3.1 Pourz > —1, f/(z)=a(l+z)* ! donc (1+2)f, (z)— afs(z)=0.
+o00o
1.3.2 Soit Z anz" de rayon de convergence R > 0 et r = min(R, 1) , on suppose que @ : x — Z anx™, est solution
n>0 n=0

de (1) sur lintervalle |—r, 7].

+oo
(i) Soit x € |—r,r[, on a ¢'(z) = Z na,z" ' et
n=0

“+o0 +oo
1+ (x) = Z nap,x" "t 4 Z nanx”

n=1 n=0
—+oo —+oo

= Z(n + Dapr12™ + Z na, "
n=0 n=0
—+oo

= ) ((n+D)ang1 +nay)z"
n=0

comme (1 + z)9), (z) = aps(x) alors

+00 400
> (4 Dansr +nap)a™ =Y aa,z”
n=0 n=0
ainsi
+oo
Z ((n+an+1 + (n—a)ay) 2™ =0 Vo €l-rr|
n=0

par unicité du DSE de la fonction nulle on a ’ VneN, (n+ Dapt1 = (o —n)ay,. ‘

(ii) La relation précédente donne pour n € N

a—n

an4+1 = n+1an
a—na—n+1 «
= — ... —a
n+1 n 1

n n+1 0

Dou |V neN* a, = (a>a0.
n

a—n
n+1

Ap+1
Qn

(iii) On a

1, d’apres la regle de d’Alembert p =1 .

n—-+oo

“+oo
Soit ¢ : - — Z (a)x” pour z € |—1,1] .
n=0 n

Par la méme méthode que (i) on a

(1+ 20, (z) — atba(z) = f ((n—i— 1)<ni 1) +(n—a) (Z)) Z" =0

n=0
donc 1) est solution de (1) sur lintervalle |—1, 1[.

1.3.3 Le probléeme de Cauchy
{ 1+2)y —ay=0 Vze]-1,1]
y(0) =1



admet une solution unique , les fonctions ¥ et  — (1 + x) sont solutions de ce probléme donc elles coincident

+oo
sur |—1,1[, ainssi | Vz € |-1,1[, (14+x)* = Z (Z)x” )

n=0

2¢me Partie
Calcul du rayon de convergence et de la somme
de la série entiére en question

t

t
2.1 Soit t € [0, 1] etnEN,ona(()):l,(l

):tgl,sin22

(o
n

la suite de fonctions définies sur le segment [0, 1] par :

(t)‘ _ t(1—1t)..(n—1-1t) < 1.2..(n—1) <1,

n n! n!

1
b s/
0

2.2 Ona

donc R; > Rw(z 2") =1.

n>0

2.3 Soit # € |=1,1[. On note (un),cy

4
Vne NVt € [0,1], un(t) = (n>x”

t
2.3.1 Soit t € [0,1], on a [u,(1)] = ’<n>xn

< |z|™ donc sup |u,(t)| < |z|" , la série > |z|" converge donc Y wu,
t€[0,1] n>0
converge normalement sur [0, 1].

2.3.2 Soit x € |—1,1[. La série Z uy, converge normalement et uniformément sur [0, 1], le théoréme d’interversion de

n>0
> et [ donne
1 +oo +oo .1
/ > un(t) dt = Z/ U (t) dt
0 n=o n=0"0
1 +o0 +o0o "
on a / Un(t) dt = bpa™ et Zun(t) = Z (n) 2" = (1+ )", ce qui donne
0 n=0 n=0
+o00 1
Z bz = / (14 z)'dt
n=0 0

de plus

1 1
X
1+ tdt:/ tn(te) gy — =

dot| 3o 1 1+a)idt= — 2
b) N " n: + t: .
o] b = [y = gt

24
_z—1 -1
~ In(x) =0+ Inz’

2.4.1 Soit z € ]0,2[,ona x — 1 € |—1,1] donc f(x —1)

-1
242 Ona f(r—1) ~ —donc f(x—1) — Hooet f(t) — oo, ce qui est absurde car f est définie et de
-0+ Inx z—0+ t——1+

classe C* sur [—1,1] C |—Ry, Ri[ ( elle doit étre bornée sur [—1,1] ) , donc Ry < 1. D’apreés 2.2 Ry > 1 donc
Ri=1.



3.1

3.2

3%me Partie
Etude du comportement de la série entiére
aux bornes de son intervalle de convergence

On considere la suite (vy),,-, de fonctions définies sur le segment [0, 1] par :

3.1.1

3.1.2

3.1.3

3.1.4

3.2.1

3.2.2

Vn > 2,¥t €[0,1], wv,(t)=1In (1 - t) —tln <1 - 1)
n n

Soit n >2ette[0,1],0na
ka(t): ln(l—k>—t21n<l—k>
k=2 k=2 k=2
et
n 1 n
> I (1 — k) => In(k—1)—In(k) = —In(n).
k=2 k=2
donc Y vi(t) = hn(t) .
k=2
. 1 1 -1
Soit t € [0,1] ,ona v, () = —— —In|1——) et v",(t) = ——— donc v”, < 0 de plus v,(0) = v, (1) =0 .
t—n n (t —n)
7 (0) — vl (1 1 1 1 1
D’aprés 1.1.4 ona 0 < w,(t) < n(0) = vu (1) ,uh(0)=———=In(1—=]etv, (1) =- —In{1——) donc
4 n n n—1 n
0 < v,(t) < ! !
SOUS TS T e
On a pour tout ¢t € [0,1]
0K (t) < ; i — #
SIS T T anm-1)
1
donc sup |u,(t)| < ——— , la série > m converge donc > v, converge normalement sur [0, 1].
t€[0,1] dn(n —1) n>2

h,, est la somme partielle de la série Z v, qui converge normalement donc uniformément sur [0, 1] , par suite la
n>2

suite de fonctions (hy),,, converge uniformément sur le segment [0, 1] vers une fonction notée h.

Chaque fonction hy, est continue sur [0,1] et (hy),,, converge uniformément vers h donc h est continue sur [0,1].

t
Soit ¢t € ]0,1] ,pourtouthlonatkﬁOdonc(

) est du signe de (—1)""! et (—1)""'b,, > 0 par suite
n
bn = (_1)71—1 b

Soit n > 2,
(n+ 1) [buia| = (711!)”/0 HE— 1)t — )t
- /1t(1—t)(1—t)~-~(1—t)dt
0 2 n

t t 1
Pour k >2ona (1-— E) = en=%) = eue®+tIn(=%) Jopc

(1—%)...(1—%) = exp(ka(t)—i—tln(l—;))
k=2

= exp (hn(t) + tiln(k —1) — In(k) )
k=2

ehn(t)—t In(n)

1
d’ott|Vn =2, (n+1)[bpy1] z/ t(1 —t)e tmnehn Mgy,
0




+oo
3.2.3 On a pour tout t € [0,1] 0 < v,(t) < 4(71_1) - = m et h(t) — hn(t) = Z v (t) donc
k=n-+1

400
0 < h(t) = ha(t) < ) <4(l~cl—1)_41/€>

k=n-+1

on calcul cette somme télescopique :

> (s w) = m Y (s o)

k=n+1 k=n+1
i 1 1
= im [ ——--—
N—+oo \ 4n 4N
1
~ dn
1
dott|vn > 2, ¥ € [0,1],0 < hlt) = ha(t) < L.
n
1
3.2.4 Soitn >2et t €[0,1], on a h(t) — n < hn(t) < h(t) , la question 3.2.2 donne encadrement
n

1 1
e*ﬁ/ t(1 —t)e tmrehOdt < (n+ 1) by ] < / t(1 —t)e tmmeh®qt

0 0
3.2.5 On fait le changement s = tInn , on obtient

1 Inn
1 s
/ t(1 — t)e tnneh® g — / s~ (1 _ i) (=) ds
0 0

In?n

3.2.6 On note g la fonction définie sur I'intervalle [0, 4+o00[ par :
VE=0, gt)=(1—-t)e"Dsite(0,1] et g(t)=0 si t>1.
(i) g est continue sur [0, 1] et sur ]1,+o0[ , et lim, g(x) = lim g(x) =g(1) =0, donc g est continue sur [0, +00].
z—1 Tz—1—

(i) h est continue sur [0, 1] donc elle est bornée, par suite g est bornée sur [0, +o00[ , soit M sa borne supérieure
( g est positive ).
La fonction w, : s — se™*g (ﬁ) est dominée par ¢ : s — Mse™® qui est intégrable sur [0, 4+o00[ , de plus
(w,) converge simplement vers w : s — se~*g (0) , avec g (0) = e =1 .
D’apres le théoreme de la convergence dominée on a

+00 s +oo
/ se”%g (—) ds — / se”*ds

—+oo +oo s
une intégration par partie donne / se ®ds=1.D'ou / se °g (—) ds — 1
0 0 Inn n—+o0

(iii) Des questions 3.2.4 et 3.2.5 on a

SENIL S L () ds < (n+ 1) Puia] < L e () d
e an se —Jds < (n 1| < —— se — ) ds
In®n Jo I\Inn S 20 o I\1nn

“+o0 s Inn s “+o00 s
et / se g (—) ds = / se g (—) ds —|—/ se g (—) ds.
0 Inn 0 Inn Inn Inn
La domination donne .
< M/ se” °ds
1

+oo s
/ se g (—) ds| <
1 Inn an

nn

et on a par partie

+oo 4
— — — oo
/ se °ds = [fse S—e S]lnn
Inn
1+Inn
n



+o00 Inn +oo

donc lim [ se%g (ﬁ) ds =0et lim se g ( 5 ) ds = lim se g ( 5 ) ds =1, ainsi
0

oo 1y n—r+o0o Inn n—+oo [q Inn

1
n+1)In%(n b,] — 1——— on en déduit :
(n+ D1 () [bn] | = 1

1 (—1)nt

~ _— = (— n—1 ~ -_
b n—+oo nln’n et bn = (=1) ol notoo pln’n
3.3
1
3.3.1 Ona sup |bya"| = |bn| et [by| ~ ——— , d’apres 1.2.2 la série Y —l— converge donc la série Y b,a"
z€[-1,1] n—+oo nln“n n>2 n>0

converge normalement sur [—1, 1].

x
= ——— la série b,x™ converge normalement
In(1+ x) ,go " &
et uniformément sur [—1,1] et donc sur |—1,1[ et chaque fonction = +— b,z™ admet une limte & gauche en 1 , le
théoréme d’interversion de limite et » . donne :

3.3.2 D’apres la question 2.3.2 on a, pour tout = € |—1,1[, f(z)

+oo “+o0
> by= lim > bya"= lim f(z)
n=0 =0

nr—1- nr—1-
n

+oo 1
d’ou b, = —
o T;) In2

3.3.3 La série Z(—l)"bn converge absolument donc converge .
n>0
D’apres la question précédente

“+o0 +oo
Z(il)nbn - nxl—l>n—ll+ bnxn - nz1—1>n—11Jr f(SU)
n=0 n=0
+oo
dott [ Y (=1)"b, =0
n=0




