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Épreuve de mathématiques I
Correction

EXERCICE

Un peu de probabilités

1. Pour tout n ∈ N, la fonction gn est continue sur [0,+∞[ et gn(x) =
+∞

(
1

x2

)
, donc gn est

intégrable sur [0,+∞[.
2. 2.1 A l’aide d’une intégration par parties, on obtient :

In+2(a) =

∫ a

0

xn+2 exp

(
−x2

2

)
dx

= −
∫ a

0

xn+1 d

dx

(
exp

(
−x2

2

))
dx

= −
[
xn+1 exp

(
−x2

2

)]a
0

+ (n+ 1)

∫ a

0

xn exp

(
−x2

2

)
dx.

= −an+1 exp

(
−a2

2

)
+ (n+ 1)In(a).

Quand a tend vers +∞, on obtient

n+ 2 = (n+ 1)In. (1)

2.2 La fonction densité de la loi normale centrée-réduite est définie sur R par :

f(x) =
1√
2π

exp

(
−x

2

2

)
.

Comme il s’agit d’une densité, alors
∫ +∞

−∞
f(x)dx = 2

∫ +∞

0

f(x)dx = 1, par consé-

quent

I0 =
√
2π

∫ +∞

0

f(x)dx =

√
π

2
.

2.3 Il est clair que I1 =
∫ +∞

0

x exp

(
−x2

2

)
dx =

[
− exp

(
−x2

2

)]+∞
0

= 1. Par l’égalité (1),

on a :
• Si n = 2p, p ∈ N,

I2p = (2p− 1)(2p− 3)...3× 1× I0 =
(2p)!

2pp!

√
π

2
. (2)

• Si n = 2p+ 1, p ∈ N,

I2p+1 = (2p)(2p− 2)...4× 2× I1 = 2pp!.
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3. 3.1 g est une fonction continue positive sur R et
∫ +∞

−∞
g(x)dx =

∫ +∞

0

g1(x)dx = 1. Donc

g est une densité de probabilité.

3.2 Soit n ∈ N. La fonction x 7→ xng(x) est nulle sur ] − ∞, 0[ et coïncide avec gn sur

[0,+∞[, donc E(X) =

∫ +∞

−∞
xg(x)dx et V (X) = E(X2)− E(X)2 existent. Avec

E(X) =

∫ +∞

0

g1(x)dx = I1 = 1

et en utilisant (2)

V (X) = I2 − I21 =

√
π

2
− 1.

3.3 Si x ≤ 0, G(x) = p(Y ≤ x) = 0 car Y prend que des valeurs positives.
Si x > 0, alors

G(x) = p(Y ≤ x) = p(X2 ≤ x) = p(0 ≤ X ≤
√
x) =

∫ √x
0

g(t)dt = F (
√
x).

La fonction G est dérivable sur R∗ et

G′(x) =

 0 si x ≤ 0
1

2
√
x
F ′(
√
x) =

1

2
exp

(
−x
2

)
si x > 0.

Ainsi la variable aléatoire Y suit une loi exponentielle de paramètre
1

2
, par consé-

quent E(Y ) =
1
1
2

= 2 et V (Y ) =
1(
1
2

)2 = 4.

PROBLÈME

Étude d’une équation aux dérivées partielles

Première partie : Quelques résultats préliminaires utiles

1.1 Noyau de DIRICHLET

1.1.1 ∀θ ∈ R, −θ ∈ R et Dn(−θ) =
n∑

k=−n

eik(−θ) =
−n∑
l=n

eilθ = Dn(θ). Donc Dn est 2π-

périodique.

1.1.2 Par linéarité de l’intégrale, on a :∫ π

−π
Dn(θ)dθ =

n∑
k=−n

∫ π

−π
eikθdθ =

∫ π

−π
dθ = 2π. (3)

a
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1.1.3 Si θ ∈ R\2πZ, alors eiθ 6= 1.
n∑
−n

eikθ est la somme de 2n + 1 termes consécutifs d’une

suite géométrique de raison eiθ 6= 1, le premier étant e−inθ. Ainsi :

n∑
−n

eikθ = e−inθ
1− ei(2n+1)θ

1− eiθ
= e−inθ

ei
2n+1

2
θ

ei
θ
2

e−i
2n+1

2
θ − ei 2n+1

2
θ

e−i
θ
2 − ei θ2

=
sin
((
2n+ 1

)
θ
2

)
sin
(
θ
2

) .

Si θ ∈ 2πZ, alors
n∑

k=−n

eikθ =
n∑

k=−n

1 = 2n+ 1.

1.2 Quelques propriétés des éléments de C 0
2π(R,C)

1.2.1 La fonction f étant continue sur le segment [0, 2π], donc elle est bornée sur ce seg-
ment :

∃M > 0/∀x ∈ [0, 2π], |f(x)| ≤M.

Si y ∈ R, il existe x ∈ [0, 2π] et n ∈ Z tels que y = x+2nπ et donc |f(y)| = |f(x+2nπ)| =
|f(x)| ≤M . Ainsi f est bornée sur R.

1.2.2 Par CHASLES, on a :∫ α+π

α−π
g(t)dt =

∫ −π
α−π

g(t)dt+

∫ π

−π
g(t)dt+

∫ α+π

π

g(t)dt.

D’autre part, ∫ −π
α−π

g(t)dt
t=u−2π
=

∫ π

α+π

g(u− 2π)du = −
∫ α+π

π

g(u)du.

D’où : ∫ α+π

α−π
g(t)dt =

∫ π

−π
g(t)dt. (4)

1.3 Lemme de LEBESGUE
Montrons le résultat général suivant : Soit (a, b) ∈ R2 tel que a < b et f : [a, b] −→ C une
fonction continue par morceaux. Alors

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(t)eiλtdt = 0.

La propriété est claire si f = 1, puisque :∣∣∣∣∫ b

a

eiλtdt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣eiλb − eiλaiλ

∣∣∣∣ ≤ 2

|λ|

Donc, par linéarité et la relation de CHASLES, la propriété est vraie pour toutes les fonc-
tions en escalier sur [a, b].
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Soit maintenant f : [a, b]→ C continue par morceaux, alors pour tout ε > 0, il existe ϕ en
escalier sur [a, b] tel que

‖f − ϕ‖∞ ≤ ε.

On a alors, pour tout réel λ > 0 :∣∣∣∣∫ b

a

(f − ϕ)(t)eiλtdt
∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(t)− ϕ(t)| dt ≤ (b− a)ε,

d’autre part, il existe λ0 > 0 tel que ∀λ ≥ λ0 on a :∣∣∣∣∫ b

a

ϕ(t)eiλt
∣∣∣∣ ≤ ε.

On obtient ainsi, ∀λ ≥ λ0,∣∣∣∣∫ b

a

f(t)eiλtdt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ b

a

(f(t)− ϕ(t))eiλtdt
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

a

ϕ(t)eiλtdt

∣∣∣∣ ≤ (1 + (b− a))ε

ce qui preuve que

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(t)eiλtdt = 0.

De même on a lim
λ→+∞

∫ b

a

f(t)e−iλtdt = 0. Donc si f : [a, b] → R est une fonction continue

par morceaux, alors

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(t) cosλtdt = lim
λ→+∞

∫ b

a

f(t) sinλtdt = 0.

En particulier, lim
n→∞

Jn(h) = lim
n→+∞

∫ b

a

h(t) sin

(
(2n+ 1)

t

2

)
dt = 0.

Deuxième partie
Convergence ponctuelle de la série de FOURIER

d’un élément de C k
2π(R,C), k ≥ 2

2.1 Quelques propriétés des coefficients de Fourier
2.1.1 Soit f ∈ C 0

2π(R,C) et n ∈ Z, donc f est bornée par un certain M > 0, donc

|cn(f)| ≤
M

2π

∫ π

−π
dt =M.

Donc la famille (cn(f))n∈Z est bornée.
2.1.2 Une intégration par parties fournit, pour tout n ∈ Z,

cn(f
′) =

1

2π

∫ 2π

0

f ′(t)e−intdt =
1

2π

[
f(t)eint

]2π
0

+
in

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt = incn(f). (5)

2.1.3 On a, d’après la question précédente (5),

cn(f
′′) = incn(f

′) = in(incn(f) = −n2cn(f). (6)
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2.2 Convergence normale de la série de fonctions
∑
n∈N

un(f) pour f ∈ C 2
2π(R,C)

2.2.1 On a, d’après (6), |cn(f)| =
1

n2
|cn(f ′′)| ≤

M

n2
, où M est un majorant de cn(f ′′). La série∑

n∈N∗

1

n2
étant convergente, donc la famille (cn(f)n∈Z est sommable.

2.2.2 ∀x ∈ R, on a :
|un(f)(x)| ≤ |cn(f)|+ |c−n(f)|

Le terme majorant ( ne dépend pas x ) définit une série numérique convergente, donc

la série de fonctions
∑
n∈N

un(f) converge normalement sur R.

2.3 Convergence ponctuelle de la série
∑
n∈N

un(f) pour f ∈ C 1
2π(R,C) : Théorème de DIRI-

CHLET

2.3.1 On a

Sn(f)(x) =
n∑
k=0

uk(f)(x) = c0(f)(x) +
n∑
k=0

ck(f)e
ikx + c−k(f)e

−ikx =
n∑

k=−n

ck(f)e
ikx.

∀n ∈ N, ∀x ∈ R, on peut écrire :

Sn(f)(x) =
n∑

k=−n

ck(f)e
ikx =

n∑
k=−n

∫ π

−π
f(t)e−ikteikxdt =

1

2π

∫ π

−π
f(t)Dn(x− t)dt.

2.3.2 Posons u = x− t, donc

Sn(f)(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)Dn(x−t)dt =

1

2π

∫ x+π

x−π
f(x−u)Dn(u)dt =

1

2π

∫ π

−π
f(x−u)Dn(u)dt.

La dernière égalité découle de (4).

2.3.3 Soit n ∈ N et x ∈ R, on a f(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)Dn(t)dt d’après (3). D’où :

Sn(f)(x)− f(x) =
1

2π

∫ π

−π
(f(x− t)− f(x))Dn(t)dt,

=
1

2π

∫ π

−π
(f(x− t)− f(x))

sin
(
(2n+ 1) t

2

)
sin
(
t
2

) dt

2.3.4 On a Sn(f)(x)−f(x) =
1

2π

∫ π

−π
gx(t) sin

(
(2n+ 1)

(
t

2

))
dt. Il est clair que gx est conti-

nue sur [−π, π]\{0}, comme rapport de deux fonctions continues, de plus

lim
t→0,t6=0

gx(t) = −2 lim
t→0

f(x− t)− f(x)
−t

t
2

sin t
2

= −2f ′(x) = gx(0).

D’où la continuité de gx sur [−π, π].
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gx est une fonction continue par morceaux sur [−π, π] (elle admet une limite en 0), le

lemme de LEBESGUE indique que l’intégrale
1

2π

∫ π

−π
gx(t) sin

(
(2n+ 1)

(
t

2

))
dt a une

limite nulle quand n tend vers l’infini. Autrement dit lim
n→∞

Sn(f)(x) = f(x) et ceci pour

tout x ∈ R. Cela montre que la série de fonctions
∑
n∈N

un(f) converge simplement sur R

vers la fonction f .

2.4 On sait que la série de Fourier de f ,
∞∑
n=0

un(f) est normalement convergente sur R ( la

question ), donc uniformément et simplement convergente sur R. Posons g =
∞∑
n=0

un(f).

D’après le théorème de Dirichlet, g coïncide avec f en tout point x de R. Ainsi
∞∑
n=0

un(f)

converge normalement R vers f .

Troisième partie
Application à l’étude d’une équation aux dérivées partielles

3.1 Une équation de sommabilité

3.1.1 Utilisons l’inégalité de Cauchy Schwartz, pour tout n ∈ N, on a :

n∑
k=−n,k 6=0

k2|ak| =
n∑

k=−n,k 6=0

k3|ak|
1

k
≤

(
n∑

k=−n,k 6=0

k6a2k

) 1
2
(

n∑
k=−n,k 6=0

1

k2

) 1
2

≤
√
2

(
n∑

k=−n,k 6=0

k6a2k

) 1
2
(

n∑
k=1

1

k2

) 1
2

Le terme à droite admet une limite finie quand n tend vers l’infini, donc la famille
(n2an)n∈Z est sommable. Par passage à la limite dans l’inégalité précédente, on obtient
l’inégalité en question :

∑
k∈Z

k2|ak| ≤
√
2

(∑
k∈Z

k6a2k

) 1
2
(
∞∑
k=1

1

k2

) 1
2

.

3.1.2 D’après la condition nécessaire de convergence, lim
n→±∞

n2an = 0, donc an =
±∞

o

(
1

n2

)
,

donc par comparaison la famille (an)n∈Z est sommable. D’autre part, en utilisant ue
autre fois l’inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient :

n∑
k=−n

k|ak| =
n∑

k=−n

(
k
√
|ak|
)√
|ak| ≤

(
n∑

k=−n

k2|ak|

) 1
2
(

n∑
k=−n

|ak|

) 1
2

.

Le terme à droite admet une limité finie quand n tend vers l’infini, car les deux fa-
milles (an)n∈Z et (n2an)n∈Z sont sommables, donc la famille (nan)n∈Z est aussi som-
mable.
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3.2 Construction d’un élément de C 2
2π(R,C)

3.2.1 Pour tout x ∈ R, |fn(x)| ≤ |an|+ |a−n| et la série
∑
n∈N

(|an|+ |a−n|) =
∑
n∈Z

|an| converge,

donc la série
∑
n∈N

fn converge normalement sur R.

3.2.2 Les fonctions fn sont 2π-périodiques et la convergence simple conserve la périodicité,
donc f est 2π-périodique.
D’autre part les fonctions fn sont continues sur R et la convergence uniforme ( la
convergence normale entraine la convergence uniforme) conserve la continuité, donc
f est continue sur R.

3.2.3 Soit n ∈ N fixé. Pour tout x ∈ [−π, π], on pose f(x)e−inx =
∞∑
n=0

uk(x) avec uk(x) =(
ake

ikx + a−ke
−ikx) e−inx. On a,

|uk(x)| ≤ |ak|+ |a−k|.

Cette inégalité montre que la série de fonctions
∑
k∈N

uk converge uniformément sur le

segment [−π, π], d’où la possibilité d’intégrer terme à terme :∫ π

−π
f(x)e−inxdx =

∞∑
k=0

∫ π

−π

(
ake

ikx + a−ke
−ikx) e−inxdx

=
∞∑
k=0

∫ π

−π

(
ake

i(k−n)x + a−ke
−i(k+n)x) dx

= 2πan.

D’où : ∫ π

−π
f(x)e−inxdx = 2πan. (7)

3.2.4 Les fonctions fn sont des fonctions de classe C 2 sur R et ∀x ∈ R, f ′′n(x) = −n2fn(x).
Donc |f ′′n(x)| ≤ n2(|an|+ |a−n|, le terme majorant définit une série numérique conver-

gente, car la famille (n2an)n∈Z est sommable, donc la série
∑
n∈N

f ′′n converge normale-

ment et donc uniformément sur R, par le théorème du cours, f est de classe C 2 sur
R, et ∀x ∈ R,

f ′′(x) = −
∞∑
n=0

n2fn(x).

3.3 Existence d’une solution du problème
3.3.1 ∀n ∈ N, ∀(x, t) ∈ R2, on a :

|wn(x, t)| = |fn(x)| ≤ |an|+ |a−n|

Donc, comme précédemment, la série
∑
n∈N

wn converge normalement sur R2.
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3.3.2 Les fonctions wn sont continues sur R2, la série
∑
n∈N

wn converge uniformément sur

R2, donc la fonction somme w est continue sur R2.
Soit t ∈ R fixé. Les fonctions x 7→ wn(x, t) = fn(x)e

−in2t sont 2π-périodiques car les
fn le sont, donc x 7→ w(x, t) est 2π-périodique car la convergence simple conserve la
périodicité.

3.3.3 Soit x ∈ R fixé. Les fonctions t 7→ wn(x, t) = fn(x)e
−in2t sont dérivables sur R, les

dérivées sont données par :

∂wn
∂t

(x, t) = −in2wn(x, t)

De plus
∣∣∣∣∂wn∂t (x, t)

∣∣∣∣ ≤ n2|wn(x, t)| ≤ n2(|an|+ |a−n|), d’après l’hypothèse sur la famille

(an)n∈Z, la série
∑
n∈N

∂wn
∂t

(x, .) converge normalement sur R. Donc on peut conclure

que w admet une dérivée partielle par rapport à t, et que

∂w

∂t
(x, t) = −i

∞∑
n=0

n2wn(x, t).

Les applications (x, t) 7→ ∂wn
∂t

(x, t) = −in2wn(x, t) sont continues sur R2, la série∑
n∈R2

∂wn
∂t

converge normalement sur R2, donc (x, t) 7→ ∂w

∂t
(x, t) est continue sur R2.

3.3.4 Soit t ∈ R fixé. Les fonctions x 7→ wn(x, t) = fn(x)e
−in2t sont dérivables sur R, les

dérivées sont données par :

∂wn
∂x

(x, t) = in(ane
inx − a−ne−inx)e−in

2t

De plus
∂wn
∂x

(x, t) ≤ n(|an| + |a−n|), d’après la question 3.1.2, la famille (nan)n∈Z est

sommable, on en déduit que la série
∑
n∈N

∂wn
∂x

converge normalement sur R2. Donc on

peut conclure que w admet une dérivée partielle par rapport à x, et que

∂w

∂x
(x, t) = i

∞∑
n=0

n(ane
inx − a−ne−inx)e−in

2t.

Les applications (x, t) 7→ ∂wn
∂x

(x, t) sont continues sur R2, la série
∑
n∈N

∂wn
∂x

converge

normalement sur R2, donc (x, t) 7→ ∂wn
∂x

(x, t) est continue sur R2.

De la même façon on montre que x 7→ ∂w

∂x
(x, t) est de classe C 1 sur R et que

∂2w

∂x2
(x, t) = −

∞∑
n=0

n2(ane
inx + a−ne

−inx)e−in
2t = −

∞∑
n=0

n2wn(x, t).
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3.3.5 La fonction w vérifie les propriétés suivantes :
• ∀t ∈ R, x 7→ w(x, t) est 2π-périodique,

• les dérivées partielles
∂w

∂x
,
∂2w

∂x2
et
∂w

∂t
existent et sont continues sur R2,

• ∀(x, t) ∈ R2,

∂2w

∂x2
(x, t) + i

∂w

∂t
(x, t) = −

∞∑
n=0

n2(ane
inx + a−ne

−inx)e−in
2t

= −
∑

n2wn(x, t) + i

(
−i

∞∑
n=0

n2wn(x, t)

)
= 0,

• w(x, 0) = f(x).
Donc w est bien solution du problème posé.

3.4 Unicité de la solution du problème

3.4.1 La fonction (x, t) 7→ v(x, t)e−inx admet une dérivée partielle (x, t) 7→ ∂v

∂t
(x, t)e−inx qui

est continue sur R2 et donc bornée sur tout compact de la forme [−π, π]× [−α, α] ( α >
0 ), donc d’après le théorème de dérivation de fonctions définies par une intégrale, la
fonction bn est de classe C 1 sur R et ∀t ∈ R,

b′n(t) =
1

2π

∫ π

−π

∂v

∂t
(x, t)e−inxdx

=
i

2π

∫ π

−π

∂2v

∂x2
(x, t)e−inxdx

=
i

2π

[
∂v

∂x
(x, t)e−inx

]π
−π
− n

2π

∫ π

−π

∂v

∂x
(x, t)e−inxdx

= − n

2π

[
v(x, t)e−inx

]π
−π −

in2

2π

∫ π

−π
v(x, t)e−inxdx = −in

2

2π

∫ π

−π
v(x, t)e−inxdx

= −in2bn(t).

Donc bn vérifie l’équation différentielle y′ + in2y = 0.
Par définition, on a :

bn(0) =
1

2π

∫ π

−π
v(x, 0)e−inxdx =

1

2π

∫ π

−π
f(x)e−inxdx = an.

La dernière égalité est une conséquence de (7).

3.4.2 La solution de l’équation différentielle y′ + in2y = 0 est de la forme y(t) = λe−in
2t et

comme bn vérifie l’équation différentielle et bn(0) = an, alors par unicité on a

∀t ∈ R, bn(t) = bn(0)e
−in2t = ane

−in2t.
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3.4.3 Pour tout (x, t) ∈ R2 et tout n ∈ N, on a

vn(x, t) = ane
−in2teinx + a−ne

−in2te−inx =
(
ane

inx + a−ne
−inx) e−in2t.

D’où :
|vn(x, t)| ≤ |an|+ |a−n|.

Cette inégalité montre la convergence normale de la série de fonctions
∑
n∈N

vn sur R2.

Par hypothèse, ∀t ∈ R, la fonction x 7→ v(x, t) est un élément de C 2
2π(R,C), donc sa

série de Fourier
∑
n∈N

(
bn(t)e

inx + b−n(t)e
−inx) =∑

n∈N

vn(x, t) converge normalement sur

R vers x 7→ v(x, t) ( la question 2.4 ), d’où :

∀(x, t) ∈ R2, v(x, t) =
∞∑
n=0

vn(x, t).

Et comme vn(x, t) =
(
ane

inx + a−ne
−inx) e−in2t = fn(x)e

−in2t, alors

∀(x, t) ∈ R2, v(x, t) =
∞∑
n=0

vn(x, t) =
∞∑
n=0

fn(x)e
−in2t = w(x, t).

Ceci montre que le problème posé admet une solution unique.

• • • • • • • • •

CNC 2019 10 / 10 M.TARQI


