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Probléme : 1

Partie 1

1. (a) D’apres la formule de Binéme de Newton, on a :

k=0

(b) Soit x €[0,1], on a 0 < B, () < B, ;=1

3=0
2. On a, pour tout k € [1 , n], k(Z) = n(Zj) et pour tout k € [2 , n], k(k— 1)(2) =n(n— 1)(::2) Donc :

Zn:antk = Y kBus
k=0

k=1

= n—1 k n—~k
= nZ(k_1>X (1-X)

k=1

n—1 n 1
= nX ( L )Xk(l X))tk
k=0
= nX
k(k - I)B’n,k - Z an,k
k=0 k=2

_ - n—1 k n—k
= ny (k 1)(k1)X (1-X)

k=2

~ (1= 2Y 41 n—k
= n(n-1) X®(1-X)
k—2
k=2
X n—2
— _ 2 - ki1 _ n—2—k
= nn—-1)X Z( ) )X (1-X)
k=0

= n(n—-1)X?

Ona : N . .
> K’Bnx = k(k—=1)Bux+ Y kB =nX((n—1)X +1).
k=0 k=0 k=0

3.(a) Soitn e N* et ke [0, n].
— Sik=0, Byo=(1-X)" et donc B,y = —n(1l — X)" ' = —nB,_1,.
— Sik=mn, B,,=X" et donc B;w =nX""'=nB,_1,-1.
— Sike[l, n—1] et comme (n—k)(}) =(n—k)(,",) = n(nﬁ;ik) = n(ngl), alors :

By, =n(Bn-1k-1— Bn-1,k).
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(b) Soitn € N* et x € [0,1].
P = Y1 (3) B
k=0

= SO Bsofe) 41 Banese) £ 35 () (Buosiao) = Bucaae)

n—2

= —nf(0)Bu_10(x) +nf(1)Bp_1n-1( +an<k:;1> n—1,k(T —an( ) n—1,k(2)
= oS (M b —nzf() Byt (o)

k=
n

)

HO

k+1
(c) On suppose que f est coissante sur [0,1]. Soit x € [0,1]. On a, pour toutk € [0 , n—1], f < + > f <) >0
et donc (P,(f)) () > 0. D’ow P,(f) est croissante sur [0,1].

4. (a) Soit x € [0, 1].

n k 2 ) n T n 1 n 2
(x_n) Bun(@) = @Y Bur(a) =25 Y kBup(@) + 5 3 K Bui(v)

1
(b) Démontrons le résultat par I’absurde. Supposons, donc, ¥n € N*, I(zn,yn) € [0,1]%, |20 — yn| < — et
n

|f (zn) = fyn)| > % Puisque [0,1] est un compact, alors, d’aprées le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il
existe une suite extraite (T y(n), Yo(n))n de ((Tn,yn))n convergeant vers (x,y) € [0,1]%.

Orvn € N*, |z,00) — Ypn)| < ﬁ < —, donc, par passage a la limite, on a x = y.
p(n n

Bt | f(zpm) = fWpm))| > g contrdit le fait que f est continue.

donc :

(¢) i On a, pour tout k € A, ’f( )—f<k>’<

n

N ™

k € £ & €
— — | Bni < = By < -= B,r=—.
Z f(m) f(’ﬂ,)’ n,k:_2 n,k:_2z n,k 9
keA keA k=0
k
D@ = f(=)|Buk < 2M> By
keB keB
oM % — k2
< r— — BnkcarVkeB,MZI
a? n ’ a?
keB
2M & k\°
T
« n
k=0
2M
< ——z(l—=x) daprés I.4.a
na
M 1
< W&U(l —x) carVx € [0,1], z(1—2) < 1
n
(d) Soit x € [0,1]. Comme (A,B) est une partition de [0 , n] et f(z) = f(x)Bp k(x) (d’aprés 1.1.a) et donc,

k=0
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d’apres 1.4.c.i et 1.4.c.4i

[Pu(f)(2) = f(2)] =

/ n
= k

< |01 ()| B

k=0

k k

k€A keB
< E + %
- 2 2na?

M
— 0, doncdAN e N, VneN, n> N = gf
na? n—+oo 2na? ~ 2

AN eN, VneN, Vz €[0,1], n > N = |P,(f)(z) — f(z)| <e. Dot (Py(f))n>1 converge uniformément
vers f sur [0,1].

(e) Comme 5

5. Considérons ¢: [a,b] — [0,1] il est clair que o est une bijection continue et =1 : [0,1] — [a,b]
o fTa z — (1—2x)a+xdb
b—a

Posons f = go @™ qui est continue sur [0,1]. Donc elle est limite uniforme de (P, (f))n>1 sur [0,1].
Posons : ¥n > 1, Yz € [a,b], Qn(g)(x) = Py(f(z))(p(x)) (est une fonction polynomiale). Alors Vx € [a, b]

9(z) = Qu(9)(@)| = [(f = Pu())(e(@))] < [If = Pa(flloc ——0

n—r-+oo

c-a-d (Qn(9))n converge uniformément vers g sur [a,b].

Partie 11
1. (a) Puisque Sy suit la loi binomiale de paramétres n et x, alors S, (2) =0, n] et Vk € [0, n], P(S, =k) =

Bn,k(x)-

Donc

n n 2
E(Sn) =) kBnp(x) = na et V(S,) = E(S7) — (B(Sx)* = ) %Bn,k(x) —n%? = na(l — ).
k=0 k=0
1 1-—
Donc E(X,,) =z et V(X,) = EV(S") = u

(b) Soit 6 > 0. On a d’apées l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

P(X0 — 2| > 0) < V(Xn,) :x(l—x) < 1

52 né? T 4ndé?’
2. (a) D’apres le théoréme de transfert,
- k
Clf)(a) = B0 = Y- F () Buae) = Pul) (0
k=0
Done C,(f) est polynomiale sur [0,1].
(b) i. Puisque, pour tout k € [0 , n], on a P (X = 7]{;) = P(S, = k) = B, i(x), alors d’aprés la question

1.4.c.i on a le résultat.

k k
it. Pour tout k € [0, n] tel que il >, on a (Xn = ) = (| X, — x| > B) et donc, d’aprés I1.1.b,

k 1
PlX,=—|< . D’ou
< ' n> ~ 4nfp? ou

n




(c) On procéde comme dans I.4.d et 1.4.e pour conclure que (Cy(f))n>1 converge uniformément vers f sur [0,1].

Partie 111

b
1. (a) Par linéarité de lintégrale, on a : VP € R[X], / P(z)f(x)de =0. Or d’apreés le théoréeme de Stone-

a
Weierstrass f est limite uniforme d’une suite de polynémes réels (Pp)y sur [a,b]. Et on a

Va € [a,0],Vn € N, |f*(2) = f(z)Pu(@)] = |f (@)l f(2) = Pa(@)] < [ flocllf = Pallc ———0

n—+oo
Donc (fP,), converge uniformément vers f2 sur [a,b].
D’apres le théoréme d’interversion limite-intégrale, 0 = / f(z)Py(x)dx —> / f Ydx. Donc/ f Ydz = 0.

Or f? est positive et continue sur [a,b], donc f? est nulle sur [a bJ. D’ou f est nulle sur [a,b].

. ; 1
(b) La fonction x s x™e~1=D% est intégrable sur [0, +00| car elle y est continue et |z"e™ 1792 = g™ = o ( 2)
x

1
au voisinage de +o0o. Et, par intégration par partie, on a I,11 = q+ I,,. D’ou, par récurrence sur n, on
a:
n! n!
vneN, I, = — Iy = - .
" K R e R R T
(c) Soit ¢: [0,4+00] — R . ¢ est continue et non nulle sur [0, +oo[. Soit n € N. En utilisant

r — e VZsin({x)
le changement de variable y = x et la question II1.1.b,

+oo +oo
/ 2" P(x)dr = 4/ y " 3e Y sin(y)dy = 4Im(I4n43) = 0
0 0

Commentaire : cette question nous permet de conclure que la généralisation de I11.1.a n’est pas vrai sur
un intervalle quelconque.

2. D’aprés le théoréeme de Stone-Weierstrass, il existe une suite (Qn), de fonctions polynomiales convergeant
uniformément vers g.

b b
On a alors / Qn(t)dt e / g(t)dt
a n—-—+0o0 a

Posons P, (t) = Qn(t) — —— / Qn(z)dz et donc (P,), est une suite de polyndémes convergeant uniformément
-a

b
vers g sur [a,b] vérifiant / P, (t)dt = 0.

3. Comme @' est continue sur I, alors il existe une suite (Q,) de fonctions polynomiales convegeant uniformément

vers @' sur I.
x

Posons alors Pp(z) = / Qn(t)dt. L’inégalité |P,(x) — ¢(x)] </ | (t) — Qn(t)|dt permet d’établir
que (Pp,), converge umformement vers ¢ sur I. Et puisque P, = Q, la suite (P,), convient.

4. il existe une suite (Q,,) de fonctions polynomiales convergeant uniformément vers ¢ sur I. Posons m,, = %n§ Qn(t)
€
et m= %ngw(t). Or @y, et sont continues sur le segment I, donc il existe t,,, t' € [a,b] tel que m, = Qn(ty)
€

et m = ¥(t'). Montrons que m, —— m > 0. Soit e > 0. AN € N, Vn > N,Vt € I, |[¢)(t) — Qn(¢¥)| < €, donc

n—-+oo
Vn > N my, = Qn(tn) > Y(tn) —e>m—cetm=19{') > Qunt')—e>my, —e doncV¥n > N|m, —m| <e.
Ainsi m, — m.
La suite (P, = Q, — my, + m) convient.

Probléme : 2

Partie 1

1. Si Z suit la loi de Bernoulli de parameétre p, alors Z(Q) = {0,1} et P(Z =1) =p, P(Z =0) =1 —p. Donc
par, le théoréme de transfert,
VteR, Mz(t) =pe' +1—p
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2. Par, le théoréme de transfert, Vt € R, Mx(t) = ijemj et donc Mx est de classe C* sur R et

j=1

VkEN, Ve R, M (t) = > pjake'™.
j=1

DoowVk € N, MP(0) = E(X*).

3. (a) px est bien définie sur R* car Mx est strictement positive sur R puisque :

(b)

(c)

(d)

(e)
(f)

— VteR, Vje[l, r], e >0

— Jie[l, r], p; >0 puisque ij =1
j=1
Soit t € R*.

T ‘ T .'L'Q E X2
My (t) = pjet™ =3 pj(l+ajt+ S Foso(t) =1+ E(X)t + %tz + 010(2)

Jj=1 Jj=1

V(X
Donc px(t) = E(X) + 7(2 )t + 0t—0(t). D'ou }irr(l) wx(t) = E(X). Donc px est prolongeable par continuité
—

en 0

D’apres la question précédente px admet un développement limité d’ordre 1 en 0, donc elle est dérivable en

V(X
0 et 'y (0) = %
i. Soit u < 0. D’apres la formule de Taylor-Lagrange & Uordre 3, il existe ¢ €]u, 0] tel que :
1 1 .
6“717u75u2:§u566§0 car u < 0.

1
D'ouVu <0, e* < 1+u+§u2.
it. Soitt > 0. On a, pour tout j € [1, r], tx; <0, donc, d’apres la question précédente,
2

T 1 t
Mx(t) < ij (1 +tx; + 233?2?2) =1+ EX)t+ EV(X)

Jj=1

Et comme Yz > —1, In(1 4+ z) < z, alors
ox(t) < B(X)+ %V(X) <E(X)+ %E(XQ) car V(X) = BE(X?) — E*(X) < E(X?).

i. Consideérons 'endomorphisme ¢ de C*°(R) définie par : Vf € C*(R), o(f) = f'.
On a, pour tout i € [1, r], fi n'est pas nulle et ¢(f;) = x;f;, donc f; est un vecteur propre de ¢ associé
& la valeur propre x;. Et comme les x; sont deuzx o deux distinctes, alors (f1,..., fr) est libre.
ii. Dans cette question on n'a oublié de dire que X(Q) =Y (Q) ={z1,...,z.}.
= (C’est évident.
<= On pose, pour tout j € [1, r]|, pj = P(X =x;) et ¢; = P(Y = x;).

On a ¥Vt € R*, ox(t) = py(t), donc Vt € R*, Mx(t) = My (t), c-a-d Z(pk — qx)fr = 0. Et comme la
k=1
famille (f1,..., fr) est libre, alors j € [1, 7], p; = q;. D’ots ont la méme loi.

Puisque X et Y sont indépendantes, alorsVt € R, e'* et e le sont aussi. Donc E (e!XTY)) = E (e!Xe'Y) =
E (etX) E (ety) . Dot ox1y = px + @y

Le résultat de la question précédente se généralise, par récurrence, a un nombre fini de variables aléatoires
discrétes finies mutuallement indépendantes.

Comme X suit la loi binomiale de paramétres s et p, alors on peut voir X comme somme de s variables
aléatoires X1,...,Xs qui ont méme loi de Bernoulli de paramétre p.
S

Donc, d’aprés la question précédente, px = Zgoxj = spx,. Donc
j=1

YVt € R, Mx(t) = (Mxl)s = (p€t+ lfp)s.
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(9)

X et — X sont symétriques X et — X ont méme loi

ox = p_x (d’apres 1.3.d.ii)
1
VEERY, px(t) = S In (B (7)) et ox(0)=0

V€ R*, px(—t) = —%m (E (X)) et ox(0) =0

VEER, ox(t) = —px (1)
px est impaire

(R A

4. (a) Soit (n,t) € N* x R*.

Mg~ (t) E (ets::) = eit%E (etassnﬁ))

Or

E(Sn) =F <iXk> = iE(Xk) =nm
k=1

k=1

et puisque les X sont mutuellement indépendantes, alors :

m~yn _Sn_
Donc Mg« (t)=e "= E (etaﬁ). D’ou

my/n
« (1) = — + @ sy (¢
s; () 5 tes(t)
. o Xy . .
Et puisque les X, sont mutuellement indépendantes , alors les NG le sont aussi et, d’aprés 1.5.e, on a :
o\/n

o\/n =1 ovn ovn
Or,
1 1 ¢
R )
@U%() U\/ﬁﬁ 2t €
B 1 t
B J\/ﬁgpx ovn
D’ou

WS;(t)Z—m nYn ( ! )

o +7('OX ovn

(b) Quand n — +o00, x (O_f/ﬁ> m+2t\(/fﬁ+o<\/lﬁ>'

Donc s .
e =g toll) S0 5
Partie 1T
-b
1. (a) Soit x € R. Comme b €la,c|, alors IX €]0,1], b=Xa+ (1 —X)c (A= ¢ ).
c—a

Or exp est convere, donc e®® < \e® + (1 — \)e® < 9% + 2.

“+o0
(b) On pose X(Q) ={z, | n €N} etVneN, P(X =x,) =p,. OnaVt € Ix, Mx(t) = anem".
n=0

+oo
— Comme an =1, alors 0 € Ix.

n=0
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— Soit a,c € Ix tel que a < ¢ et b €la,c[. Alors Mx(a) et Mx(c) existent. Or, d’aprés la question
précédente, Yn € N, eb®n << e9%n 4 en donc Mx (b) existe et par suite b € Ix
Donc Ix est un intervalle de R contenant 0.

A’n« t)\ n
2. OnaY(Q)=N, VneN, P(Y =n) = edﬁ' Soit t € R,on pose ay(t) =e (6nv) > 0.
an+1(?) et ' X i ’ ‘
Comme = 0 < 1, donc, d’apres la regle de D’Alembert My (t) existe pour tout t € R et
&n(t) n+1 no+too
+oo n
_ (et)\) et
MY(t):Ze ATZGM 1
n=0

3. (a) On a, pour tout n € N, u,, est de classe C* sur | —a,af et on a

V(k,n,t) € Nx Nx| — a,af, ulF) = P(X = z,)zket*n

n

et Donc

V(k,n,t) € Nx Nx] —a,af, [uF)| < P(X = z,)|z, e

carV(n,t) € Nx| —a, af, [tz,] < alz,|.
(b) Soit k € N. D’apres la question précédente,

V(n,t) € Nx] —a,af, [uP)(t) < |z, [Fe 1o P(X = 2,)el*l on 6 =p—a >0

Or si k > 1, la fonction t — t*e=% admet sur [0, +00[ un mazimum absolu en — > 0, qu’on le note Ni, > 0.

k
Sinon, u,(t) < P(X = z,)e?!*!. Done My, = max(1, Ny) convient.
(c) On a :
— Z uy, converge simplement sur | — a,al.
n>0

— Vn €N, u, est de classe C* sur | — a,al.
— D’apres la question précédente, Vo > 0 tel que [—a, o] C] — a,a[ et p €]a,al,

Vk €N, 3M, > 0, ¥(n,t) € Nx] — a,a], ( ’f>( < MP(X = a,)kerlon]

Or Z PX =z, ke”l"‘"l est convergente car p € Ix. Donc Vk € N, Z u(k) converge normalement sur
n>0 n>0
[_av Ot]

Donc Mx est de classe C™ sur | —a,a[ et

+oo

Yk eN, Vt €] —a,al, M ()= P(X = z,)aket
n=0
En particulier M Z P(X . D’ou E(X%) existe et M(k) (0) = BE(X*).

4. Puisque Y suit la loi de Poisson de paramétre X, alors My est définie sur R et Vt € R, My (t) = eMe' =1, Donec,
d’aprés la question précédente, E(Y) et E(Y?) existent et E(Y) = M},(0) = X et E(Y?) = M{/(0) = A(1+ )
et donc

V(Y)=E(Y?) - (E(Y))* =\

Partie 111

1. Comme dans la question I1.5.e.

2. (a) Le résultat est trivialement vérifié pour t = 0. Donc il suffit de le démontrer par récurrence sur k € N* pour

tout t > 0.

— Pour k =1, puisque la fonction t — et est convexe sur [0, +oo[ donc st <1+ st < e,

— Soit k > 1. Supposons que la propriété est vraie pour k et montrons la pour k + 1.

— Considérons la fonction ¢r11 définie sur [0, +o0o] par : ¢pr1(t) = (k+ 1)lest — (st)* 1. ¢pyy est classe
C> sur [0,+oo] et Vt >0, ¢}, (t) = (k+1)s(kle*® — (st)* > 0 (d’apres Uhypothése de récurrence.) Donc
Gr41 est croissante sur [0,400[. D'ou Vt >0, ¢} (t) > ¢}, 1(0) = (k+ 1)! c-a-d (k+ 1)lest > (st)*+.

Et la récurrence est établie.

k? +oo
(b) Soit k € N* et f la fonction de densité de X. On a ¥t € R, |t|F < =t et / et f(t)dt < +oo car
—o0
s € Ix. Donc E(|X|¥) est fini.
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(c)

(d)

On a pour tout t €] — s, s] :

+o0 Foo [0 (o yn
M) = [ et = [ (Z ) f<u>> du.

—0o0 — 00 n=0

(tu)"

On pose, pour tout n € N, fn : ur— ~— f(w)
n

— Vn eN, f, est continue par morceaus intégrable sur R (d’apres la question I11.2.a)

— Z fn converge simplement sur R wvers la fonction g : u > €™ f(u) qui est continue par morceaux et
n>0
intégrable sur R cart €] — s, s[C Ix

+oo "
— vneN, / Ifn(u)ldu—%/_ ful" f (u)du %

—0o0
(Vt €] — s,s[, E(JtX|) existe puisque : [—s,s] C Ix avec s > 0, et exp(a]X|) < exp(sX) + exp(—sX) on
en déduit que E(exp(a|X])) existe, et donc E(exp [tX]) existe pour tout |t| < s.)

| n

Z E(jtX

|
n>0 n'
Donc, d’pres le théoreme d’intégration terme a terme,

n=0 -0 n=0

converge vers exp(E(|tX]).

D’apres la question précédente Mx est développable en série entiere en 0 et donc Vk € N, M)((k) (0) = B(XF).

FIN
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