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Lténoncé de cette épreuve, particulière aux candidats de la filièr. MP,
comporte 4 Pages.

L'usage de la calculatrice est interdit

Les candidats sont informés que Ia qualité de la rédaction et de la présentat'i.on, Ia clarté et Ia précisi,on

d.es raisonnernents constitueront des étém4nlg '!,rnpoltants pour I'appréciation des copies. Il conuient en

particuli.er d,e rappeler aaec précision les Féfét"".E des questions abordées.

Si, au cows de |'épreuve, un candidat repère ce qui luj semble être une etreur d'énoncé, iJ )e signale

sur sa copie etpoursuit sa composition en expliquaat les raisoas des initiatives quÏl est araené à prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé d'un exercice et d'un problème indépendants entre eux.

Exercice

On considère la fonction de deux variables F : [0,1]2 -+ IR définie par :

r'(1, 1) : 0 et F(", v) - 
rv\-- x)(L-- v) si (r, y) I (1, 1).'t (r - ra)

1. Montrer que, pour tout (o,y) € [0,1]?, (1 - c)(1 - y) < (1- {rù2.
2. Montrer F est continue sur [0,1.]2.

3. En déduire que I1 est bornée sur [0,1]2 et atteint ses bornes-

4. Déterminer la borne inférieure de F sur [0, f]' ; en quels points de [0, 1]2 cette borne est-elle atteinte ?

5. Justifrer que F est de classe Cl sur I'ouvert ]0, 1[2 et calculer ses dérivées partielles premières.

6. Montrer que F admet un unique point critique (ro,yo) da,ns I'ouvert ]0,1p et le préciser.

7. Calculer F(no,go) et justifier que F(ro,go): 
,,,jËfo,rt, 

F(r,A)-

Problème

À propos de l'unimodularité des zéros d'un polynôme auto-inverse

On note lU le cercle unité du plan complexe C, c'est à dire W : {z e C ; lzl : 1}. On rappeile que

I'application 1 : l0,2rl -+ C, , *+ eit est un paramétrage de I-1, avec 1 pour seul point multiple (double).

Si O est gn ouvert de C contenant IJ et f : O -l C une fonction continue, on définit l'intégrale

curviligne de J sur l'a,rc paramétré ([0, 2n],t) o* , lrf Q) dz: 
lo'" /h(i)h'(t) dr.

Lètt Partie
Résultats préliminaires

1.I-. Rappeler le développement en série entière au voisinage de 0 de la fonction , * J=,déflnie surI-z'
A \ {1}, et préciser le rayon de convergence de cette série entière.

L.2. Montrer que, pour tout complexe p de module lpl < 1 et tout réel t, on a :

^it *oo

F--EF^"-i^''
1.3. Montrer que, pour tout comploce p de module lpl > 1 et tout réel t, on a :

eit oit !2
e-:-ïDp-*"'*''-p p 

m=O
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1.4. Soit p un nombre comple>re de module différent de 1 et soit / Ia fonction définie sr:r C \ {É} pt"
1

1Q) : ;=V Montrer, en justiûant soigneusement votre réponse' que

I , (ztr silpl <1,
J.,tt"t 

a,: { ô' ,i ipi , ,.

1.5. Un résultat de convexité : Le disque unité fermé de C est strictement convexe'

Montrer que si u et tu sont des complexes distincts et de module 1, et si À et p sont des réels strictement

positifs de somme 1, alors l.\u * ptul < 1'

Dans la suite on admet que, Pour tout entier n>2, si'ttrrt.'.,un sont desrréléments deux à deux distincts

de lU et si À1,. . . , À,, sont des réels strictementpositifs de somme 1, alors 
I I fn"ol a t'
,k:1

2ète Partie
Deux résultats de localisation des racines d,un polynôme

Dans cette pa,rtie, P désigne rm polynôme non constant à coefficients complexes. On note 21, "',zr
(r>1)lesracinesdePdansCet,pourtoutk€{1,...,r},onnoteapl'ordredemultiplicitédelaracine

21, de P. Ainsi, en notant a Ie coefficient dominarrt de P, on obtient P : aflfX - zh)o*'
lc=1

2.1. Montrer que, pour tout z € C\ {"r,.- -,4}, P# :2*roù P' est le polvnôme dérivé de P'

2.2. onsuppose que u € c est une racine de P' qui n'ast pas racine de P.

z.z.L. Montrer o,r" i o'*(' - 1t) - o.- Â la-zkl'
2.2.2. En déduire q";i]-e*iste des réels Êt,. . ., pr, strictement positifs de somme 1, tels que

,:f Êr"o.
lc:1

Ceci signifre que u est barycentre, à coefficients tous stri,ctement positifs, des racines de P.

2.8. Montrer que toute racine de P' est barycentre à coefficients positifs des racines de P'

2.4. Onsuppose ici que P ne s'annule pa.s sur le cercle unité liJ, ce qui veut dire que [ll1 {rr,. . . ,4} : 0'

2.4.L. Justifier que I'ensembte C \ {4,. .., zr} est un ouvert de C contenant le cercie unité lU et que

Ia fonction " - 
P#,définie 

sur c \ {4,'", z"}, est continue'

2.4.2. Montrer o,r" =]- t 'P dz est égal au nombre de racines de P dont le module est strictement' 2ir l, rç1
inférieur à 1, comptées autarrt de fois que leur ordre de multiplicité.

3è-t Partie
IJne condition suffisante d'unimodularité des zéros d'un polynôme auto'inverse

d

Un polynôme à coefrcients complores p = I akXk, de degré d € N*' est dit auto-inverse quand il
&:0

existe un nombre complexe e l0 (dit para,mètref "ïifi"t aç: eÇ1çr Piur tout k € {0,' ",d}'

Siq€NetQ:faoXÈ€C[X],onposeQ:lf,,Xe.OestainsilepolynômedeA[X] obtenuen

&=0 fr=O

conjuguant tous les coefficients de Q ; en particuli er 8e) :M pour tout z e C'
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2n

8.1. Montrerque,pourtoutentiern 22,lepolynômeS*:t(/c -n)Xk estauto-inverse'
,t:0

d

8.2. Soit p:Ia1X& unpolynômeàcoefficients complexes dedegré deN* et soit e € C*'

&:0
g.Z.L. Monirer que si P est auto-inverse de para,mètre e, alors lel : f et P(0) l0'
3.2.2. Montrer que P est auto'inverse de par:nmètre e si' et seulement si'

P(z):e"dPçt1'1, zec*' (1)

3.3. Soient P, Q eA[X]; vérifier que F +Q- :P +Q etPQ:F Q'

8.4. Soient p € A[X] ua polynôme de degré d e N* et p' e C un complexe de module 1. On note

Pu e ClXl le polynôme défini pa,r PuQ) : P(p")' z e C'

3.4.1. Montrer que si P est auto-inverse alors (x - L)P I'est aussi.

3.4,2. Montrer que si P est auto-inverse alors Pu I'est aussi'

g.4.g. Montrer que si toutes les racines de P sont de module 1, alors P est auto-inverse.

5.4.4. Donner un exemple de polynôme auto-inverse de degré 2 ayant une racine de module I 1"

B.E. Soient e un nombre complexe de module 1 et Q € A[X] un polynôme de degré n, € N*; si d est un

entier > rù, on note R Ie polynôme défini par

R(z):zd-"Q?)+ez"Q(t/z), ze c*. (2)

préciser le degré de R et montrer qu'il est auto.inverse. On note a4 le coefficient dominant de R.

8.6. On reprend les hypothèses de la question 3.5. précédente et on suPpose que les racines de Q sont

toutes de module < l-. on note Qr et Q2 les polynômes complexes définis pa,r

Q{r) -- zd-"QQ), Qz(r) : e z"Q(tlz), z e c*

3.6.1. Montrer que: pour tout z € T.I, lQ1(z)l: lQz|)l'
g.6.2. Montrer que, pour tout réel À e [0, 1[, le polynôme rRl : Qt * ÀQ2 ne s'annule pas sur lU'

onconsidèrel,application^***1,ffidz,définiesurl,intervalle[0,1[.

3.6.8. Montrer que cette application est continue sur I'intervalle [0, 1[ et qu'elle est à valeurs entières.

8.6.4. En déduire que I'application précédente est constante sur I'intervalle [0' 1[.

g.6.5. Montrer alors que, pour tout À e [0, L[, les racines de ,R1 sont toutes de module < 1.

B.Z. On reprend. les hypothèses des questions 3.5. et 3.6. précédentes I on vient d'établir qu'il existe une

famille z!,\,22,^,...,2d,^ de complexes de module < 1 tels que

d

Rt : Qt * \Qz: o, fI(X - zk,^).
fr=1

g.2.1. Montrer I'existence d'une suite (À-),,, d'éléments de I'intervalie [0, 1[ tendant vers 1. telle que,

pour tout k e {t, ...,d},la suiter(zr,À-)m converge verc un complexe zp vérifiant lr*l < f .

g.7.2. Montrer que R: oo fI(X - ,x)-
fr:1

B.Z.B. Montrer que les racines au polynôme auto-inverse ft sont toutes de module 2 1 puis conclure

qu'elles sont toutes de module 1.
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4è^" Partie
Quelques aPPlications

a.t. Étude des racines du polynôme ,S,. r, n 2n

On considère les polynômes ,4,.: IXo, Bn: X4:lttXk et 'S,r: Dft - n)Xh,n>2'

L,objectif d,e cætte secti,on est d,e rrfirlrn, que les racineskîi poqnômu S,Iîlrt toutes d,e mod'ule !.

4.L.L. Déterminer les racines complexes de An et vériûer qu'elles sont toutes simples et de module 1.

4.1.2. Montrer que les racines complexes de A| sont toutes de module strictement inférieur à L.

4.1.g. En déduire que les racines complexes de Bn sont toutes de module strictement inférieur à 1-

4.I.4. Montrer alors que les racines complexes du polynôme ,S' sont toutes de module 1. On pourra

chercher une représentation de .9r, de Ia forme (2).

Dans la suite du problème, on admet que le résultat obtenue dans les questions 3.5., 3.6. et 3.7. s'étend

souslaformesuivante:siQ etRsontdæpoJynômesvérifraatuneidentitédelaforme(2),etsilesracinas
de Q sont toutes de module < 1 aJors celles de R sont toutes de module I.

4.2. Une condition nécessaire et suffisante d'unimodularité des zéros d'un polynôme

Soit P € A[X] un polynôme de degré d e N*. Montrer que les racines de P sont toutes de module 1

si, et seulement si, P est auto-inverse et toutes les racines de P' sont de module < 1.

Indication : Si P est auto-inverse de para,:orètre e, on pourra dériver les deux membres de la relation

(t), établie dans la question g.2.2. de la troisième pa.rtie, pour trouver une représentation de P de la

forme (2).

4.3. Des conditions suffisantes d'unimodularité plus maniables
d

Soit P: !anXk e A[X] un potynôme auto-inverse de paranètre e et de degré d e N*.

Ic:o 
, d-l

A.g.L. On suppose ici que 1"01, à! lall. Montrer que les racines de P sont toutes de module 1.

&=1

Indication : On pourra considérer Ie polynôme Q défini pa'r

1pp*1q : i** I qp+rxÈ si d':2p et I : f aoal'xk-L si d:2p * !'
&:1 k:l

et montrer que les racines de Q sont toutes de module < 1'
t d-1

4.g.2. Dans cette question, on suppose que laal , ;Dla* - or+rl. Montrer que les racines de P
È=0

sont toutes de module 1.

Indication : On remarquera qu'il sufrt de montrer le resultat demandé pour Ie polynôme (X - 1)P.
., d-l

4.3.3. On suppose da.ns cette dernière question que loal t , ;et f 
lap - vapal l. Montrer que les

racines de P sont toutes de module 1.

Indication : On pourra appliquer ce précède au polynôme z + P(p t) pour p e lU bien choisi.

Fw on r,'ÉpRnuvP
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