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L’énoncé de cette épreuve, particulière aux candidats de la filière MP,
comporte 4 pages.

L’usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté à la rédaction et
à la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de
rappeler avec précision les références des questions abordées.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il le sig-
nale sur se copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené
à prendre.

• • • • • • • • • • • • •
EXERCICE

Soit ϕ une fonction de classe C2 sur R ; on définit la fonction g sur R∗ × R par g(x, y) = ϕ
(y

x

)
.

1. (a) Justifier que g est de classe C2 sur R∗ × R et calculer ses dérivées partielles premières en
fonction de ϕ′.

(b) Calculer les dérivées partielles secondes
∂2g

∂x2
et

∂2g

∂ y2
en fonction de ϕ′ et ϕ′′.

2. Déterminer les solutions sur R de l’équation différentielle

(1 + t2)x′′ + 2tx′ = t. (1)

3. On veut déterminer les fonctions ϕ pour lesquelles g vérifie l’équation aux dérivées partielles

∂2g

∂x2
(x, y) +

∂2g

∂y2
(x, y) =

y

x3
, (x, y) ∈ R∗ × R. (2)

(a) Montrer que si g vérifie (2) alors ϕ vérifie l’équation différentielle (1).
(b) En déduire l’expression de ϕ puis celle de g.
(c) Vérifier que les fonctions trouvées ci-dessus sont effectivement des solutions de (2).

PROBLÈME

Dans diverses démonstrations du théorème de Weierstrass sur l’approximation uniforme sur
un segment d’une fonction réelle ou complexe continue sur ce segment par des polynômes, l’étape
clé est de montrer que l’application valeur absolue est limite uniforme sur [−1, 1] d’une suite de
polynômes. L’objectif de ce problème est de présenter quelques une des ces suites qui permettent
de réaliser cette approximation.

Les deux parties de ce problème sont indépendantes.

Notations et rappels

Si α est un réel et n est un entier naturel, on pose

{n
α =

α(α− 1)...(α− n + 1)
n!

si n ≥ 1 et {0
α = 1.

On rappelle que si n et m sont des entiers naturels avec n ≤ m, {n
m est le nombre de parties à n

éléments d’un ensemble à m éléments.
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1ère Partie

Approximation par les polynômes de Lebesque

A. Une relation entre coefficients binomiaux

1. Soient n et m deux entiers naturels avec n ≤ m ; montrer que
n∑

p=0
{p

m{n−p
m = {n

2m.

On pourra considérer deux ensembles E et F ayant m éléments chacun, puis calculer de deux
façons différentes le nombre de parties à n éléments de E ∪ F.

2. Soit n un entier naturel.

(a) Vérifier que l’application α 7−→ {n
2α −

n∑
p=0

{p
α{n−p

α est polynômiale puis en donner des

zéros.

(b) Montrer alors que pour tout réel α, {n
2α =

n∑
p=0

{p
α{n−p

α

B. Recherche d’un équivalent

1. Soit (an)n∈N une suite de nombres réels strictement positifs tels que, pour tout n ∈ N,
an+1

an
= 1 + wn où (wn)n∈N est une suite sommable. Étudier la suite (ln(an))n∈N et en déduire

que la suite (an)n∈N converge vers un réel strictement positif.

2. Soit (bn)n∈N une suite de nombres réels strictement positifs et γ un réel tel que , pour tout
n ∈ N∗, bn+1

bn
= 1− γ

n + w′n où (w′n)n∈N est une suite sommable.

(a) Étudier la suite (nγbn)n∈N∗ et en déduire qu’il existe une constante l > 0 telle que bn ∼ l
nγ .

(b) Quelle est la nature de la série de terme général bn ?

3. Pour tout n ∈ N∗, on pose cn = (−1)n−1{n
1/2.

(a) Vérifier que pour tout n ∈ N∗, cn+1

cn
=

2n− 1
2(n + 1)

.

(b) Établir qu’il existe une constante C > 0 telle que {n
1/2 ∼ C

(−1)n−1

n3/2
.

C. Résultat d’approximation

1. Préciser le rayon de convergence de la série entière
∑
n≥0

{n
1/2(−1)nzn.

2. Montrer que cette série converge normalement sur le disque fermé de C, de centre O et de
rayon 1 ; se somme sera notée f(z) pour |z| ≤ 1.

3. Montrer soigneusement que si |z| ≤ 1 alors f(z)2 = 1− z.

4. Montrer que la fonction x 7−→ f(x) ne s’annule pas sur l’intervalle ] − 1, 1[ et justifier
soigneusement que f(x) > 0 pour tout x ∈]− 1, 1[, puis que f(x) =

√
1− x, x ∈ [−1, 1].

5. Pour tout n ∈ N, on pose Ln = −
n∑

k=0

{k
2k

1
2k−1(1−X2)k ( n-ième Polynôme de Lebesgue).

(a) Vérifier que pour tout n ∈ N, {n
1/2 = (−1)n−1{n

2n

1
(2n− 1)22n

.
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(b) Vérifier que pour tout ∈ [−1, 1], |x| = f(1 − x2) et montrer que la suite (Ln)n∈N des
polynômes de Lebesgue, converge uniformémrnt sur [−1, 1] vers la fonction x 7−→ |x|.

2ème Partie

Approximation par d’autres suites de polynômes plus simples

A. Intégrales de Wallis

Pour tout entier naturel n, on pose In =
∫ π

2

0
cosn tdt.

1. (a) Calculer I0 et I1 et justifier que In > 0 pour tout n ∈ N.

(b) Montrer que pour tout entier n ≥ 2, nIn = (n− 1)In−2.

(c) En déduire que pour tout entier n ≥ 1, nInIn−1 =
π

2
.

2. (a) Montrer que la suite (Ip)p∈N est décroissante et que pour tout n ≥ 1,
n− 1

n
≤ In

In−1
≤ 1.

(b) Justifier alors In ∼
√

π

2n

B. Étude d’une suite de fonctions

1. Montrer que pour tout entier n ≥ 1, la fonction t 7−→ 1− (1− t2)n

t2
est intégrable sur ]0, 1].

Dans la suite, on considère les fonctions un et vn définies, pour tout entier n ≥ 1, par

vn(0) = un(0) = 0 ; vn(x) =
∫ x

0

1− (1− t2)n

t2
dt et un(x) =

{n
2n

22n
vn(x) si x ∈]0, 1].

2. Étude de la suite (vn(1))n≥1

(a) Montrer que pour tout entier p ≥ 0,
∫ 1

0
(1− t2)pdt = I2p+1.

(b) En déduire que pour tout entier n ≥ 1, vn(1) =
n−1∑
p=0

I2p+1.

(c) Montrer alors que vn(1) ∼
√

π

2

∫ n

1

dt√
t
.

3. Étude de la suite (un(1))n≥1

(a) Montrer que
{n
2n

22n
=

2
π

I2n.

(b) En déduire un équivalent de
{n
2n

22n
et préciser la constante C de la question B.3(b) de la

première partie.

(c) Montrer alors que la suite (un(1))n≥1 converge vers 1.

4. Soit a ∈]0, 1[.

(a) Montrer que pour tout entier n ≥ 1, la restriction de la fonction un au segment [a, 1] est

kn-lipschtzienne avec kn =
{n
2n

a222n
.

(b) En utilisant ce qui précède et le fait que la suite (un(1))n≥1 converge vers 1, montrer que
la suite de fonctions (un)n≥1 converge uniformément vers 1 sur le segment [a, 1].
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5. (a) Justifier que pour tout entier n ≥ 1, la fonction un est croissante sur le segment [0, 1].

(b) En déduire qu’il existe une constante M > 0 telle que

∀(n, x) ∈ N∗ × [0, 1], 0 ≤ un(x) ≤ M.

C. D’autres suites de polynômes approchant uniformément la valeur absolue sur [−1, 1]
On considère la suite (Pn)n≥1 des polynômes suivants :

Pn =
{n
2n

22n

n∑

k=1

(−1)k−1{k
n

1
2k − 1

X2k, n ∈ N∗

1. Montrer que pour tout (n, x) ∈ N∗ × [0, 1], Pn(x) = xun(x).

2. Déduire des questions 4. et 5. de la section précédente que la suite (Pn)n≥1 converge uni-
formément vers la valeur absolue sur le segment [−1, 1] ; on remarquera que les polynômes
Pn sont pairs et on choisira convenablement le a de la question 4.

3. On pose Qn = {n
2n

22n

n∑
k=1

(−1)k−1{k
n

2k
2k−1X2k, n ∈ N∗. Montrer que la suite (Qn)n≥1 converge

uniformément vers la valeur absolue sur le segment [−1, 1]

4. Montrer de même que les suites (P̃n)n≥1 et (Q̃n)n≥1 convergent vers la valeur absolue sur le
segment [−1, 1], où

P̃n =
1√
nπ

n∑

k=1

(−1)k−1{k
n

2k

2k − 1
X2k, n ∈ N∗ et Q̃n =

1√
nπ

n∑

k=1

(−1)k−1{k
n

2k

2k − 1
X2k, n ∈ N∗.

FIN DE L’ÉPREUVE

• • • • • • • • • • ••
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