Corrigé de I’épreuve de math 2 du C.N.C.M 2007

L’objectif du sujet est de proposer diverses démonstrations du théoréme de D’Alembert-Gauss admis par le

programme.
Premiére partie: Méthodes analytiques
A. Résultats préliminaires
1.(a) Pour tout nombre complexe non nul z, on écrit |P(z)| = |aaz?| [aoz™" + a12' ™% + ... + ag_127" + 1| et comme
lim |agz™ +a12' "% + ..+ ag_127' + 1| = 1, on déduit que: [P(2)] ~  |agz?| = |ag B
|z]—4o00 |z] =400

= 1, on déduit de la définition de la limite qu’il existe un réel R > 0

|P(2)]

laqz?|

P
b) De la question précédente lim P(2)]
d
|z| =400 \adz |

et donc

1
tel que pour tout nombre complexe z vérifiant |z| > R, on a: ’ — 1‘ < 3

1 d 3 d d
5 laal |2 < [P(2)] < 5 laal [2]" < 2adl |2]

2.(a) L’application z — |P(z)| est la composée de la fonction polynomiale complexe continue P et de la fonction
module continue sur C, on déduit que z — |P(z)]| est continue sur C. Comme C est un e.v.n de dimension finie tout
disque fermé borné est un compact. Or, toute fonction continue sur un compact est bornée et y atteint ses bornes. Le
résultat en découle.

(b) {|P(2)| tel que z € C} est une partie de R non vide minorée par 0, elle admet donc une borne inférieure m. Or,

| |lim |P(z)| = 400 alors et d’apres la définition de la limite, il existe R’ > 0 tel que pour tout nombre complexe z
z|—+4o00
vérifiant |z| > R/, on a: |P(2)| > m+1. On déduit que m = inf |P(z)| =
z€C 2€D(0,R
2.(a) au disque fermé D(0, R’), on déduit que  inf | P(z)| est atteinte en un nombre complexe zg € D(0, R’). Il en
zeD(0,R’)

inf _ |P(z)|. Et en appliquant la question
")

résulte que m = in£ |P(z)| est atteinte en zg.
zE
B. Premiére méthode analytique

1.(a) En considérant la variable réelle ¢, on déduit de la continuité du polynéome @ que }in(l)akQ(at) = 0 (puisque
1

Q(0) = 0). On déduit alors de la définition de la limite que pour tout ¢ assez petit on a: |akQ(at)| < 5 par exemple.
Le résultat en découlﬁ.
(b) On a: of = _77 Q1(aty) = 1—th+tka*Q(aty). Comme ty € ]0, 1], il s’en suit en utilisant 1'inégalité triangulaire

puis 1.(a) que
ik
|Qi(ato)| < 1— 15+t [a*Q(ato)| <1 2 <1

P
2. On considére comme indiqué le polyndme @5 tel que: pour tout z € C, Q1(z) = (P'y(—f—)z) le coefficient constant
.l

de @ est alors 1. Q; s’écrit alors sous la forme: Q; = 1+ bX* + X*Q, avec @ un polynéme vérifiant Q(0) = 0, ot k
est la valuation du polynéme @1 — 1 et donc k£ > 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente et
déduire l'existence d’un complexe 6 (6 = atp, en conservant les mémes notations) tel que: |@Q1(d)| < 1. Ce qui entraine
que ¢ vérifie: |P(d)| < |P(%)].

3. L’existence de zg est assurée par la question I-A-2.(b). Alors P(z9) = 0, Sinon, et en appliquant la question
précédente il existerait un complexe z; tel que |P(z1)| < |P(z0)| ce qui contredirait la minimalité de |P(zo)].

C. Deuxiéme méthode analytique

1. L’application 7 — P(re®) est dérivable sur R & valeurs dans C* de dérivée r — e P’(re'?), alors I’application

partielle 7 —— de f est dérivable sur R, d’otd l'existence de la dérivée partielle de f par rapport a r, avec pour

P(re)
tout (r,0) € R?

of _ 0 P’(re“’)
E(r, )= e P2(rei?)



De méme f admet une dérivée partielle par rapport a @ avec pour tout (r,0) € R?

of — w0 P'(re”) _ . of
50 (r,0) = —ire P(rei) TS, (r,0)

De plus, et comme P et P’ sont des polynomes, P ne s’annulant pas et d’aprés la continuité de ’application (r, ) —

) 0 0
re'?, on déduit que —f et a—g sont continues sur R?, par suite f est de classe C' sur R2.

-
2.(a) F est une fonction intégrale sur le segment [0, 27| dépendant d’un paramétre. On applique donc le théoréeme

de dérivation sous le signe [ (cas d’un segment): f étant de classe C* sur R? (a valeurs dans C ), elle est en particulier

0
continue sur R x [0, 27] et admet une dérivée partielle 87]( continue aussi. On déduit que F' est de classe C' et donc
s

dérivable sur R avec pour tout réel r

27 27 / 10
af o P'(re’)
F'(r) = —(r,0)df = —e =
0= [ Ghwoi= [ et
Mais en remarquant que pour 7 # 0, %(r, 0) = _TZ%(T, ), on déduit que

rey = 0 fr )

Comme la fonction 8 — f(r,8) est continue sur [0, 27|, le théoréme fondamental d’intégration s’applique

F'(r)= _—i(f(r,27r) — f(r,0)) =0

r

et comme F’ est continue sur R, on déduit que F’ est nulle sur R.

(b) Comme P n’est pas constant alors et d’aprés la question 1.(b) des préliminaires, il existe R > 0 tel que pour

1 4
tout nombre complexe z tel que |z| > R on a: 3 lag| |2|* < |P(2)| de sorte que pour r > R, |F(r)| < % ce qui
aq|T
entraine que lim F(r) =0
r— 400
2
(¢) D’apres son expression F'(0) = ﬁf)) Or, I’ est nulle sur R & valeurs dans C, on déduit, du théoréme de

caractérisation d’une fonction de classe C' constante, que F est constante de valeur F(0) # 0, ce qui contredit
'rirﬂooF (r) = 0. On déduit donc le théoreme de D’Alembert-Gauss: Tout polynéome non constant & coefficients
complexes posséde au moins une racine complexe.

Deuxiéme partie

A. Premiers résultats

1.(a) Soit P un tel polynoéme. P est donc une fonction continue sur R. Comme P est de degré impair, xir& OOP(x)
et lim P(x) sont infinies de signes opposés. On déduit du théoréme des valeurs intermédiaires que P(R) = R. En
pa;:t;uﬁer P admet une racine réelle.

(b) Le polynome caractéristique d’un tel endomorphisme est réel de degré égal a la dimension de I’espace donc im-
pair. On déduit de la question précédente qu’il admet une racine réelle. Les racines réelles du polynéme caractéristique
étant les valeurs propres de ’endomorphisme, on déduit que cet endomorphisme admet des valeurs propres.

(c) Supposons qu’une telle matrice A existe et soit f I’endomorphisme de M3 1 (R) canoniquement associé¢. Comme
dim M3 1(R) = 3, f admet bien une valeur propre A et soit X un vecteur propre associé. On déduit alors que
N+ 2+ 1)X = 0 avec X non nul, donc M4+ A4+1=0et X €R, ce qui est absurde. Une matrice A € M3(R) vérifiant
A? + A + I3 = 0 n’existe pas!

2.(a) L’endomorphisme u — Midg est un polynéme en u, il commute en particulier avec u. D’autre part, et comme u
et v commutent, u — A\idg commute avec v aussi. Or, le noyau et I'image de I'un de deux endomrphismes commutant

est stable par Pautre. On déduit que ker(u — Aidg) et Im(u — Midg) sont stables par u et par v.



(b) Je distingue deux cas: Si w est une homothétie alors tous les sous espaces de E sont stables par u. Or, et
d’aprés la question 1.(b), v admet au moins un vecteur propre z. La droite dirigée par ce vecteur est bien stable par
v et par u aussi.

Sinon, et d’aprés 1.(b) toujours, v admet une valeur propre A. D’apres 2.(a), ker(u — Aidg) et Im(u — Aidg) sont
stables par u et par v et sont distincts de E puisque u n’est pas une homothétie. Or, et d’apres le théoréme du rang,
la somme des dimensions de ces deux sous espaces est égale a la dimension de E laquelle est impaire par hypothése.
On déduit que ker(u — Aidg) ou Im(u — Aidg) est un sous espace strict de E de dimension impaire stable par u et v.

3. La propriété est évidente si la dimension de 1’espace est 1. Soit p € N* et supposons la propriété acquise pour tout
espace vectoriel réel de dimension impaire strictement inférieure a 2p 4 1. Soit E un espace vectoriel réel de dimension
2p+1 et soient u et v deux endomorphismes de F commutant. On déduit de la question précédente qu’il existe un sous
espace I’ strict de E' de dimension impaire qui soit stable par u et par v. Soient u’ et v’ les endomorphismes induits
sur F' par u et par v respectivement. v’ et v’ commutent comme u et v. L’hypothese de la récurrence s’applique: '
et v’ ont un vecteur propre commun. Ce méme vecteur est un vecteur propre commun de u et de v.

B. Endomorphismes d’un C.c.v de dimension impaire

1. En remarquant que M,,(C) peut étre considéré comme un R.e.v (de dimension 2n), il suffit donc de montrer
que F est un sous espace vectoriel réel de ce dernier, ce qui est évident.

2. D’abord remarquons que ces n? matrices sont des éléments de F. Soit M = (mg,) € M, (C). Alors on a

M= 5 mg B, M= Y myiEri et M= Y Mg Eg, et soit mg; = ag; + by i Vécriture algébrique du
1<k,l<n 1<k,i<n 1<k,l<n
complexe my, ;. De sorte que 'on ait

MG}'(:)VISk,lgnmhk:mk,l

Vi<k<n, mpr=arr €R
Vi<k<lI< n, apr = Ak, et bl,k = _bk,l

n

= M= arrBrr+ Y api(Bxg+Eir)+ Y0 bra ((Eky — Eig))
k=1 1<k<I<n 1<k<I<n

On déduit que F = vectr(E1 1,y -y Bnn, By + Bk, i(Eky — Erg); 1 < k <1 <n). Reste a vérifier que cette famille est
libre dans F. On considére alors une combinaison linéaire nulle de cette famille & coefficients réels:
n

Z ak,k.Ek,k + Z akJ(Ek.J =+ El,k) + Z bk,l (i.(EkJ — El,k)) = 0, il s’en suit, en posant pour tout k< l,
k=1 1<k<i<n 1<k<i<n

n

My, = agg+ bty que Y ap kB i+ D mp Exy+ > Mg By = 0 et comme la famille des (Ey ), ., ,,, est libre dans
k=1 k<l k<l -

le C.e.v M,,(C), on déduit que pour tout 1 < k < n, axy = 0 et pour tout k < I, mg,; = 0. L'unicité de Pécriture

algébrique d’un nombre complexe entraine enfin que tous les coefficients de la combinaison linéaire sont nuls et que la
famille considérée est libre. C’est une famille a la fois libre et génératrice de F, c’est donc une base de F. On déduit
alors que dimg F = n? qui est impair comme n.

3.(a) 11 faut d’abord remarquer que pour tout M € F, u(M) € F et v(M) € F de sorte que u et v appliquent F
dans lui méme. La linéarité de u et de v découlent des propriétés des opérations matricielles.

(b) On vérifie aussitot que pour tout M de F, uowv(M) = 4%,(142M — M(*A)?) = vou(M). Donc u et v sont deux
endomorphismes, du R.e.v de dimension impaire F, qui commutent, on déduit de la question II-A-3 que u et v ont un
vecteur propre commun.

(c) On a donc: AMy + Mot A = 2XAMy et AMy — Mot A = 2ipMy, on déduit que AMy = (A + ip) My. D’autre part,
les colonnes d’un produit matriciel M N s’obtiennent en multipliant & droite de M par les colonnes correspondantes
de N. Comme la matrice My n’est pas nulle, My contient au moins une colonne non nulle C, on obtient en particulier:
AC = (A +ip)C ce qui justifie que (A + ip) est une valeur propre complexe de A de vecteur propre associé C.

4.(a) 1l suffit de considérer une matrice A associée a cet endomorphisme dans une base. L’ordre de A étant impair,
on déduit de la question précédente que A admet au moins une valeur propre qui est aussi une valeur propre de

I’endomorphisme considéré.



(b) On raisonne comme dans la question II-A-3 en démontrant que le résultat de la question II-A-2.(b) est encore
valable lorsque K = C
C. Etude du cas général

C.I. Etude de l’assertion (i)
—1
1. dim¢ G = %
2.(a) On vérifie que pour tout M € G, u(M) et v(M) sont dans G. La linéarité de u et de v est évidente. De plus,
pour tout M € G, on a: uov(M) = A2M*A+ AM(*A)? = vou(M) et donc u et v commutent.
n(n—1)
2
dimc G = 2F~1p’ oti p’ est un entier impair. On applique alors I’assertion (ii) de I’hypothése de récurrence Pj_; pour

(b) Avec n = 2Fp on obtient dimc G = = 2F=1p(2%p — 1) et comme k € N* et p est impair on déduit que
conclure que u et v ont un vecteur propre commun.

(c).i. On a donc: ANy + No'A = ANy et ANo'A = Ny. En multipliant la premiére a gauche par A, on obtient:
A2Ny + ANyt A = AAN,, on déduit en utilisant la deuxiéme formule que:

A%2Ny + uNy = MANy soit que: (A% — NA + ul,, )Ny = 0.

ii. Comme dans la question II-B-3.(c), on a ici: (A2 — AA + ul,,)W = 0. Or, (A — al,)(A—B1,) = A2 — XA + ul,
donc: (A —al,)(A— BI,)W =0.

iii. Si & n’est pas une valeur propre de u alors A — al,, est inversible et donc (A — 8I,) W = 0 avec W vecteur
colonne non nul et donc § est une valeur propre de A. Ainsi a ou 3 est une valeur propre de A. On conclut que A et
donc f aussi admettent au moins une valeur propre complexe.

C.II. Etude de P’assertion (ii)

1. D’apres ce qui précéde g admet au moins un vecteur propre xz et comme f est une homothétie, x est aussi un
vecteur propre de f.

2.(a) En considérant les endomorphismes f’ et ¢’ induits sur ce sous espace par f et g respectivement et en
exploitant Passertion (i4) de ’hypothése de récurrence P;.

(b) Du théoréme du rang, on déduit que: 2¥(¢ +r) = dim Fy + dim F, = dim E = n = 2Fp et donc ¢ +r = p. Or,
r # 0 car sinon et comme F; # {0} on aura Fy = {0} et donc dim F} = n soit que f = Xidg ce qui contredit le fait
que f ne soit pas une homothétie. On conclut que r € N* et que ¢ < p. On considere alors les endomorphismes f’ et
¢’ induits par f et g sur ce sous espace de dimension 2¥¢ : Si I'un de ces deux endomorphismes est une homothétie
on conclut comme dans la question 1. ci-dessus, les vecteurs propres communs & f’ et ¢’ étant des vecteurs propres
communs & f et g, sinon c’est qu’il existe un sous espace stable par f et g de dimension 2¥¢; tel que ¢; est impair
et ¢1 < ¢ < p ainsi de suite. Ce procédé s’arréte au bout d’un nombre fini d’itérations (on s’arréte lorsqu’un des
endomorhismes induits obtenus est une homothétie) car sinon, on obtiendra une suite d’entiers naturels strictement
décroissants compris entre 1 et p, ce qui est absurde. Ce qui montre l'assertion (ii) de Pg. D’ot la récurrence. On
déduit que tout endomorphisme sur un C.e.v de dimension finie non nulle admet au moins une valeur propre et que
deux endomorphismes de cet espace commutant ont au moins un vecteur propre en commun.

D. Retour au théoréme fondamental de 1’algébre

1. Polynome caractéristique d’une matrice compagnon: Question classique! Si x 4 est le polynome caractéristique
de A, alors il existe plusieurs fagons pour montrer que x4 = (—1)"P.

2. Les racines de P ne sont autres que les valeurs propres de A. Or, et d’aprés I'étude de la partie II-C, A admet
des valeurs propres et donc P admet bien des racines complexes.

3. Soit @ un polyndéme non constant a coefficients complexes. Alors @ est de la forme @) = aP tel que a est
le coefficient dominant de @ et P est un polyndéme unitaire pouvant prendre la forme ci-dessus. On déduit de la
question précédente que P aussi bien que ) admet au moins une racine complexe. Ce qui démontre le théoréme de
D’Alembert-Gauss.



