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L’énoncé de cette épreuve, particulière aux candidats du concours MP,
comporte 5 pages.

L’usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté à la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils l’indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec
précision les références des questions abordées.

Exemples d’utilisation du théorème de Courant-Fischer

Notations et rappels : Dans tout le problème, n désigne un entier naturel supérieur ou
égal à 2. Si p ∈ N∗, on note Mn,p(R) l’espace vectoriel des matrices à coefficients réels, à n lignes
et p colonnes ; si p = n, Mn,p(R) est noté simplement Mn(R), c’est l’algèbre des matrices carrées
d’ordre n à coefficients réels ; la matrice identité de Mn(R) sera notée In.

Pour toute matrice A de Mn,p(R), tA désigne la matrice transposée de A ; si A ∈Mn(R), SpR(A)
représente l’ensemble des valeurs propres réelles de A, Tr (A) sa trace et rg(A) son rang.

On munit Mn,1(R) de son produit scalaire canonique défini par <X,Y> 7−→ tXY.

1ère Partie

A- Étude d’une matrice

Soit U un vecteur non nul de Mn,1(R), de composantes u1, . . . , un. On pose M = U tU.

1. Pour tout couple (i, j) d’éléments de {1, . . . , n}, exprimer le coefficient mi,j de la matrice M à
l’aide des uk. Que vaut la trace de M ?

2. Exprimer les colonnes de M à l’aide de u1, . . . , un et U .

3. Montrer alors que le rang de M est égal à 1.

4. Justifier que 0 est valeur propre de M et montrer que le sous-espace propre associé est égale à
{Y ∈Mn,1(R), tUY = 0}. Quelle est sa dimension ?

5. Calculer le produit MU et en déduire que tUU est une autre valeur propre de M . Déterminer
le sous-espace propre associé et donner sa dimension.

6. Montrer que la matrice M est orthogonalement semblable à la matrice diagonale D où

D = diag(tUU, 0, . . . , 0).

B- Théorème de Courant–Fischer

Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n ; on désigne par f l’endomorphisme de Mn,1(R)
canoniquement associé à A.

1. Justifier qu’il existe une base orthonormée de l’espace euclidien (Mn,1(R), <,>) formée de
vecteurs propres de f .
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Dans la suite, on note λ1, λ2, . . . , λn les valeurs propres de f rangées dans l’ordre croissant et
on désigne par (e1, . . . , en) une base orthonormée de vecteurs propres associés :

λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn et f(ei) = λiei, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n}, on note Vk le sous-espace vectoriel de Mn,1(R) engendré par les
vecteurs e1, . . . , ek : Vk = Vect(e1, . . . , ek), et Fk l’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels
de Mn,1(R) qui sont de dimension k.

Si v est un vecteur non nul de Mn,1(R) on pose RA(v) =
<Av, v>

<v, v>
=
<f(v), v>
<v, v>

.

2. Calculer RA(ek), pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n}.

3. Soit v =
n∑

i=1

xiei un élément de Mn,1(R).

Exprimer les quantités <f(v), v> et <v, v> en fonction des xk et λk, 1 6 k 6 n.

4. Montrer alors que λ1 = min
v 6=0

RA(v) et λn = max
v 6=0

RA(v).

5. Soient k ∈ {1, . . . , n} et w un vecteur non nul de Vk. Montrer que RA(w) 6 λk et conclure que

λk = max
v∈Vk\{0}

RA(v).

6. Soient k ∈ {1, 2, . . . , n} et F1 ∈ Fk.

(a) Montrer que la dimension du sous-espace vectoriel F1 ∩Vect(ek, . . . , en) est > 1.

(b) Soit w un vecteur non nul de F1 ∩Vect(ek, . . . , en). Montrer que RA(w) > λk.

(c) Déduire de ce qui précède que λk = min
F∈Fk

(
max

v∈F\{0}
RA(v)

)
. (Théorème de Courant-Fischer)

7. (a) Montrer que l’application ψA : v 7−→<Av, v> est continue sur Mn,1(R) et en déduire la
continuité de l’application RA sur Mn,1(R) \ {0} .

(b) Montrer que l’ensemble Mn,1(R) \ {0} est connexe par arcs et conclure que l’image de
l’application RAest un intervalle.

(c) Montrer alors que {RA(v), v ∈Mn,1(R) \ {0} } = [λ1, λn]

2ème Partie

On rappelle qu’une matrice B, symétrique réelle d’ordre n, est dite définie positive si pour tout
vecteur non nul X de Mn,1(R), on ait

tXBX > 0.

1. Soit B une matrice symétrique réelle d’ordre n. Montrer que B est définie positive si et
seulement si ses valeurs propres sont strictement positives.

2. Soit A =
(
a b
b c

)
une matrice symétrique réelle d’ordre 2.

(a) On suppose que A est définie positive ; montrer alors que a > 0 et ac− b2 > 0.

(b) Soit X ∈ M2,1(R) un vecteur de composantes x et y ; exprimer tXAX en fonction de
a, b, c, x et y et montrer que si a > 0 et ac− b2 > 0 alors A est définie positive.

Le but de la suite de cette partie est d’étendre le résultat de cette question à n quelconque.
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3. Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n ; on désigne par f l’endomorphisme de
Mn,1(R) canoniquement associé à A et on note λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn les valeurs propres
de f . Soient H un hyperplan de Mn,1(R) et p la projection orthogonale sur H ; on note g
l’endomorphisme induit par p ◦ f sur H .

(a) Montrer que g est un endomorphisme autoadjoint de H .
Soient alors µ1 6 . . . 6 µn−1 les valeurs propres de g.

(b) Montrer que pour tout k ∈ {1, . . . , n− 1}, λk 6 µk.

(c) Soit k ∈ {1, . . . , n− 1}.

i. Montrer que pour tout sous-espace vectoriel F, de Mn,1(R), de dimension k + 1, le
sous-espace vectoriel F ∩H est de dimension > k.

ii. Soit F comme à la question précédente et soit donc G un sous-espace vectoriel de
F ∩H , de dimension k. Comparer <g(v), v> et <f(v), v>, pour v ∈ G, et en déduire

que max
v∈G\{0}

<g(v), v>
<v, v>

6 max
v∈F\{0}

<f(v), v>
<v, v>

.

iii. Conclure que µk 6 λk+1.

4. On reprend les hypothèses de la question précédente et on écrit A =
(
An−1 b

tb µ

)
, avec

µ ∈ R, b ∈M(n−1),1(R) et An−1 ∈Mn−1(R).

(a) Que représente la matrice An−1 ? Justifier qu’elle est symétrique.

(b) On note µ′1 6 . . . 6 µ′n−1 les valeurs propres de la matrice An−1. Montrer que

λ1 6 µ′1 6 λ2 6 . . . 6 λn−1 6 µ′n−1 6 λn.

(c) Conclure que si la matrice A est définie positive, il en est de même de la matrice An−1.

5. Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n ; on note A = (ai,j)16i,j6n et, pour tout
k ∈ {1, 2, . . . , n}, Ak = (ai,j)16i,j6k.

(a) Montrer que si A est définie positive alors les déterminants des matrices Ak sont tous
strictement positifs.

(b) En utilisant le résultat de la question 4. précédente, montrer par récurrence sur n, que la
réciproque de (a) est vraie.

6. Un exemple d’utilisation : On considère la matrice M(t) =
(
t|i−j|

)
16i,j6n

, t ∈ [0, 1].

(a) Montrer que, pour tout t ∈ [0, 1[, la matrice M(t) est symétrique définie positive.

(b) En déduire que la matrice M1 =
(

1
1+|i−j|

)
16i,j6n

est symétrique définie positive.

(On remarquera que M1 =
∫ 1
0 M(t) dt).

3ème Partie

A- Une deuxième application

1. Soient A et A′ deux matrices symétriques réelles d’ordre n. On note λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn (resp.
λ′1 6 λ′2 6 . . . 6 λ′n) les valeurs propres de A (resp. A’) ; on note aussi µ1 6 µ2 6 . . . 6 µn les
valeurs propres de la matrice E = A′ −A.
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(a) Montrer que, pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n},

λk + µ1 6 λ′k 6 λk + µn.

(b) Montrer que, pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n}, |λ′k − λk| 6 ‖A − A′‖, où ‖.‖ est la norme sur
Mn(R), subordonnée à la norme euclidienne de Mn,1(R).

2. En déduire que l’ensemble S+
n des matrices symétriques réelles d’ordre n et définies positives

est un ouvert de l’espace vectoriel Sn des matrices symétriques réelles d’ordre n.

B- Une dernière application
Soient A une matrice symétrique réelle d’ordre n et U un vecteur non nul de Mn,1(R) ; on note

λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn les valeurs propres de A et λ′1 6 λ′2 6 . . . 6 λ′n celles de la matrice Aε = A + εM
avec M = U tU et ε ∈ R.

D’après la section A- de la première partie, il existe une matrice orthogonale R telle que

tRMR =
(

tUU 0
0 0

)
.

On décompose alors la matrice tRAR par blocs comme pour la matrice tRMR et on obtient

tRAR =
(
α ta
a An−1

)
,

avec α ∈ R, a ∈M(n−1),1(R) etAn−1 ∈Mn−1(R). La matriceAn−1 est évidement symétrique réelle,
il existe donc une matrice orthogonale S, d’ordre n− 1, et des réels α2, . . . , αn tels que

tSAn−1S = diag(α2, . . . , αn).

On pose enfin Q = R

(
1 0
0 S

)
.

1. Montrer que la matrice Q est orthogonale.

2. Montrer, en effectuant des produits par blocs, que

tQAQ =
(
α taS

tS a Dn−1

)
et tQAεQ =

(
α+ εtU U taS

tS a Dn−1

)
avec Dn−1 = diag(α2, . . . , αn).

3. On suppose que ε > 0. Montrer en utilisant par exemple la question (A-1.) de cette partie que,
pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n},

λk 6 λ′k 6 λk + εtU U.

4. On suppose ici que ε est quelconque et on note C1, . . . , Cn les colonnes de la matrice Q.

(a) Vérifier que (C1, . . . , Cn) est une base orthonormée de Mn,1(R).

(b) Soit X ∈ Mn,1(R) ; on désigne par y1, . . . , yn les composantes de X dans la base
(C1, . . . , Cn). Montrer alors que

tXAX = αy2
1 +

n∑
i=2

αiy
2
i + 2

n∑
j=2

βjy1yj ,

où β2, . . . , βn sont les composantes du vecteur tS a de M(n−1),1(R).
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(c) Écrire une relation analogue à la précédente et concernant la matriceAε, puis en déduire,
lorsque X est non nul, que

RAε(X) = RA(X) + εtU U
y2
1

<X,X>
.

(d) En choisissant convenablement le X , montrer que λ′2 > λ1. On utilisera les formules
λ′2 = min

F∈F2

(
max

v∈F\{0}
RAε(v)

)
et λ1 = min

v 6=0
RA(v).

FIN DE L’ÉPREUVE
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