CnC2003-Maroc : Epreuve de mathématiques I- Corrigé
Par M. Taibi professeur en MP* & Rabat

Partie I : Etude d’un exemple
1. # et « sont des réels strictement positifs.

(a) On a : 1;—8 ~ 1, Papplication t 1_tet est continue sur ]0;a] et prolongeable par continuité en 0,
0

donc intégrable sur ]0, «].
¢

. . e
(b) L’applicaion ¢t — e;t est continue sur [z,4+oo[ (¢ > 0). D’autre part tzT = tet . :) 0, donc
— oo
et et
- = t—g-oo(t%) et par suite { — - est [z, +oo[—intégrable.
oo et et
2. Pour tout x € R}, on pose p(x) = [ Tdt = |
Je,+o00[
a) Pour tout z et tout £ >z, on a:
et
- T>0,doncg0(x)>0.
L L + o0 e—t + o0 e—t L
xr 1 xr
En conclusion : 0 < ¢(z) < —e~% pour tout z > 0.
T
et -t

xr
b) Posons F(x) = [ Tdt pour tout « > 0, alors F' est une primitive de la fonction continue ¢ — eT’
1
+o00 e—t
sur R} Pour 2 > 0,ona: (*) ¢(z)= [ Tdt =

xr

g

et +Ooe_t
Tdt + / Tdt =¢(1) — F(x), donc ¢ est
<

e(1)
de classe C'' sur R, avec :

-

Ve > 0; ¢ (z) = .
z

21
¢) Pour & > 0, In(x) s’écrit : In(z) = [ ;dt et par la relation (*) de 2.b), on a :
1
1 e—t z 1 1 1— e—t
¢(z) +In(z) = [ Tdt +e(M)+ [ ;dt =p(l)— [ ; dt.
ks 1 ks

Par 1.a) et passage a la limite lorsque  tend vers 0%, on obtient :

lim (p(x) + n(z)) = (1) _/0 l_te_tdt: C

t—0+

d) Pour tout # > 0, on a:
L1 —et Ly et T]—et
o) nie) =)~ [ = - ([P [ )
T 0
1

t 5t

1— -t T -t
:MU—/ a4 [t
t A
0
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1—et

sit#£0
1 si t=0

Le développement en série entiére de I"application ¢ — h(t) = , donne :

k+1 . . .
k=1 pour tout t réel et par intégration sur le compact [0, z], on obtient :

) = 3

k+1

o(x) +In(z C—I—Z

3. Pour # € R*, on pose ¢(x) = %gp(|x|)

(a) L’application ¢ est paire, il suffit de vérifier I'ingrabilité sur ]0; +oo[. Or |¢(2)]| = ¥(x) = %gp(r) <

t I—>e
et x
2x

intégrable sur [1;+4o00[ , donc ¥ est intégrable sur [1, +oo[.

Au voisinage de 0%, on a, par 2.c) : p(z) ~ —In(z) et z — —In(x) est |0, 1]—intégrable. Ceci permet
de conclure que ¢ est intégrable sur )0, +o00[, donc aussi sur | — oo; 0[ .
ot

(b) Par:V¥t > 0; |1/)(t)e_i“| =9(t) =< % et 3.a) application t > v (¢)e ™% est intégarble sur ]0, +oo].

En échangeant ¢ en —t et via la parité de ¢, on déduit que t — ¢ (¢)e est intégrable sur | — oo, 0.
On posera par définition f+oo Y(t)e i ldt = f U(t)e i ldt + f0+oo Y(t)e™®dt et on a alors :
D) = [Tp)etdt = [0 g(t)em Tt 4+ [ p(t)e i dt
= [t U(—t)el®tdt + f0+oo Y(t)e~®dt chgt de variable t ¢ —t
= [ delt) (et 4 ) e
= 0+Oo () cos(at)dt

—ixt

(c) Caractére C'™ de R

— L’application g : (z,t) = ¢(t) cos(xt) est définie et de Classe C'*° sur ]0; +oo[xR; avec :
6k
£ 'Z(x t) = (t)(—t*) cos(zt + k%) pour tout k € N et tout (x,t) €]0; +oo[xR
k
- Vk € N,V(z,t) €]0;+oo[xR; ‘g 'Z( t)‘ < thp(t) et t > tRp(t) est intégrable sur ]0;4oo[ (
te(t) = o(53) ) .
Le théoréme de dérivation sous le signe intégral permet de conclure que ¥ est de classe C'™ sur
> (o] 8k OO
R, avec ¢F)(z) = 0+ 37Z( tydt = o(t)(—t*) cos(zt + k% )dt pour tout x € IR et tout
keN.
(d) On utilise une intégartion par parties, en posant : U(t) pt)et V(t) == sm(xt) qui sont de classe
C avec limy, oo (U(H)V (1)) = 0 car [U(H)V (1) < Ze" et limeyo U(H)V (¢ ) = 0 car ¢ est bornée, on

obtient alors :

() = 0+Oo o(t) cos(at)dt = — 0+Oo gp’(t)sm(m)dt +Oo e;t sm(m)d car ¢'(t) = —%.
Par 3.b) et la continuité sous le signe intégral, on a : 1/)( )= 0+Oo p(t)dt .
arctan(z)

4. L’expression 1/3(9:) =

xr

(a) L’application h : (x,t) — % sin(xt) est définie, continue sur R x R
Pour tout a > 0 et tout (x,t) € [a, +oo[xRY | |h(x )] < Le~" qui est intégrable sur R .
h est de classe C! sur R3 x IR, avec |%($,t) = e " cos( xt | )| < e7! qui est R — intégrable.

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral Pz f0+oo % sin(zt)dt est de classe C! sur
) +o0 ah
louvert R} et &'(x) = [, (o, t)dt = fo + t cos(xt)dt

— %( 0 et mdt)

%QﬁwAM*”w>

241

car fo (fe=1)t gy — +1 2x+1 et x réel.

2+1
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(b) On a ®(z) = m[)(x) et 1 est définie en 0, donc xh_r}r}) ®(z) = 0. D’autre part ®'(z) = H—% pour tout
z > 0, donc ®(z) = arctan(z) pour tout @ > 0 et par suite : 1/;(1‘) = %arctan(r) pour tout > 0 .
Partie II :Quelques propriétés de la transformée de Fourier d’une fonction
1. Transformation de Fourier d’une fonction intégrable

a) Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur R | on a alors :
V(x,t) € R? ; |f(t)e_”t| < |f(#)| et par suite, pour tout € R, I’application ¢ + f(t)e™ """ est

JoL R < 71 de.

Conclusion : fest définie et bornée sur R .

intégrable sur R, avec

(a) Si f est continue et intégrable sur R, alors I’application h : (x,t) = f(t)e 1" définie sur R? vérifie :
- h est continue sur R?
Y(z,t) € R? | |h(z,t)] < |f(t)] et f est R—intégrable
Le théoréme de continuité sous le signe intégral s’applique, donc f est continue sur R.

2. Transformations

(a) L’application ¢ +— @ est linéaire ( par linéairité de I'intégrale ) sur I'espace des fonctions continues
par morceaux et R—intégrables.

(b) Pour tout (z,t) € R? ona: |f(t — a)e_i”| < |f(t — a)] et conmme ¢ — t—a est un C!-diffeomorphisme
de R sur lui méme, il en résulte que ¢ — f(t — a) est intégrable (car f est R — intégrable ) sur R et
par suite fq(x) est définie pour tout x réel., avec

fa($) — /oo f(t _ a)e—ixtdt u=t—a /_oo f(u)e—ix(u+a)du — p—iTa /_oo f(u)e—zxudu — e—ixaj?(l,)

— 00

Pour tout a # 0, application ¢ — at est un C! -difffomorphisme de R sur lui méme, comme

A
précédement, on déduit que pour tout € R, of (x) est déinie et

A 00 : - L1 Flu)e =/ dy sia >0
a t)e~iwtdt "= 1T :
f(2) /_Oo flat)e { L0 fu)em O dy sia <0

1 .=z

1 [ e
— u)e 'aldu = — —
|a|/_ fu) f(a)

|al

(c) Posons g(t) = f(t)e'™ pour tout ¢t € R, par |g(t)e_i” = f(t)ei‘”e_i“| < |£()| pour tout ¢ et tout »
et 'intégrabilité de f sur R, on déduit que g est définie sur R et ’on a :

ﬁ(l‘) — /_Oo f(t)eiate—ixtdt — /_00 f(t)eiate—ixtdt — /_Oo fte—it(—a+x)dt — f(l‘ _ a).

(d) Si f est paire, alors : V& € R, f(z) = 2 f)eimtdt = ffoo f)eitdt + [;° f(t)e~'*dt . Or
fi)oo f(t)e_imdt =t f_goo f(—t)ei”(—dt) = 0+Oo f(t)ei“dt, donc :

flx) = /0 +Oo f(t)e=tdt + /0 h f(tye tdt =2 /0 +Oo F(t) cos(at)dt

De méme si f est impaire, on a : f(x) =27 0+Oo F(t)sin(xt)dt
(€) Si f est réelle et paire (resp. impaire ) par 2.d) "application f est paire (resp. impaire

3. Dérwation
Ici f € CL(R) telle que f et f’ sont intégrables sur IR.
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A-

(a) Soient z et y deux réels tels que > y, alors : |f(z) — f(y)| =

dt‘ |f’ t)| dt. Par cette
inégalité et I'intégrabilité de f’ sur R | on déduit que f Verlﬁe le crltere de Cauchy au voisinage de

Iinfini, et par suite L = lim f(z) existe dans R.
r—too

Supposons L # 0, par exemple L > 0, il existe alors C' > 0 tel que :
Ve € R, x| > C = |f(x)] > £ > 0. En particulier : Vo > C; [& [f(t)[dt > £(x —C) — +ooce

r—4oo

qui contredit I'intégrabilité de f sur R. On conclut, donc que lim f(x ) 0
r—0oQ

(b) Soit #x € R, on a: f’ f+oo fl(t)etetde.
Une intégration par partle, en posant cU(t) = f(t) et V() = e~ qui sont de classe C! sur R et
vérifient : Em U)V(t) = 0 pour tout z, donne :

Ple) = 22 rmetae = [U@VOILS - 27 U0V
=iz f_-lfj f(t)e~iwtdt
Par f’(x) = w:f(x) pour tout # € R, on déduit : Va

f'(x)

iz

et comme f' est

flx

)| =
bornée sur R ( question ), il en résulte que : hm f( ) =0.
(c) On suppose g : 1 +— tf(t) est intégrable sur R :

L’application h : (z,t) > f(t)e™% est C! sur R2, avec %(r,t) = —itf(t)e™*" = —ig(t), donc pour

tout (z,t) € R g’;(x t)| lg(t )| et g € LY(R,R) et par suite le théoréme de dérivation sous le

signe intégral s’applique et l’on a : f est C' sur R, avec f’ =—1 f+oo tf(t)e~tdt = —ig(z) pour
tout x € R .

Partie III : Formule d’inversion

Un exemple :
2 2
On pose h(t) = e~"" pour tout ¢t € R et on admet la formule : f_-lfj e~Vdi = /7.

. L’application & est continue et intégrable sur R car paire et 2=t 0, donc h est définie sur B . De

t—+o00

plus t — th(t) = te=t" est continue et intégrable sur R ( car impaire et ¢?th(t) = 3=t . :) 0) et par
— oo

3.0) h est de classe C’1 sur R | avec :
iz’(x) — —zf —zxtdt — —zf+oo (t -I—zxt)dt
- f-l-oo 1 2t 4 Zl‘) (t +zxt)dt _|_ Zl‘ f-l-OO (t2+ixt)dt

=400
— [ —(t? +zxt)} _ gl‘f_-l—:j e—t? =izt gy

rh(z
) =

t=—o00

\_/

Donc, pour tout z € R, h'(z) + %
¥+ %xy =0.

L’équation différentielle (1) est linéaire d’ordre un, sans second mambre. la solution générale de (1) est
donc de la forme : y(z) = Aed Bl — \e= 5 on A cR.

Comme h est solution sur R de I'équation différentielle (1), il existe A € Rtel que:Vz € R, iz(x) — A5
Pour 2 =0, 0ona: A= h(0)= f_-l_;j e~tdt = /7. dot : Ve €R | h(x) = \/Fe_%

Sih:trset ete> O,ona: gh:tr e~ (VE)? = e=¢t” | Leg hypothéses de TT — 2.b) sont satisfaites, et

A o 1.z \2 22
donc ;h (z) = %h(\%) = %\/7?6_2(7;) = \/Lgﬁe_ﬁ pour tout z € R .
Application a la formule d’inversion

Soit f une fonction continue, bornée , intégrable sur R et telle que f est intégrable sur R .
soit (£,)n une suite décroissante de réels strictement positifs et tendant vers 0

b‘n\)pa

. h est solution sur R de I’équation différentielle (1) :

(x

a) Soit v une fonction continue et intégrable sur R . posons pour n € Net y € R : v, (y) = v(y)e_anyQ,
on a :
-Vn €N,Vy € R, w, est continue sur R et (v,,) converge simplement vers v sur R
VneN,VyeR | |v,(y)| = v(y)e_any2

Le théoréme de convergence dominée s’applique et on a bien la formule demandée.

< |v(y)] et v est intégrable sur I .
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b) Soit w une fonction continue et bornée sur R .
Pour tout n € N et y € R | posons wy(y) = w(z + Eny)e_y2, on a alors :
-(wy) est une suite de fonctions continues et converge simplement vers y — w(a:)e_y2
VneN,Vy e R | |w,(y)| = |w(z + Eny)e_y2

s . 42
Donc par le théoréme de convergence dominée et la relation f_-lfj e~V di = /7, on a:

< lwll o eV et y o [|w]] o e=¥" est intégrable sur & .

+oo R +oo R
lim w(z +epy)e™ dy = / w(z)e ¥ dy = w(z)/7.

n—4o0 — 0o — 0o
2. Pour tous x, y et t réels , on a :
, A

I il ay = b (1 - ) L /mem S

A 1 _@—2)? 1 _ (=x)? L, .
Af@) e (=) <l \/—gﬁe S et t o 151l o %ﬁe 7 est intégrable sur R et puis

+ _ (=x)?
SO F ) gz /me” e dt

N0 S
V[T pe” A a

\/fn

:2:M Qﬁfj—;o fle+2 6n8)6_s2d8 (chgt de variable qui est un C'-difféo )
D’ot finalement :

+oo +oo ) R +oo 1 o2 +oo R
/ f@) (/ e~ Wt-T)g—eny dy) dt :/ f(t)%ﬁe_ = dt = Qﬁ/ fle +2/eps)e”" ds

3. x désigne un nombre réel et £ > 0 .

a) Posons g(y,t) = f(t)e”y_ay2e_iyt = f(t)e‘iy(t—x)e‘ay2 pour tout (y,t) € R? .
Pour p, ¢ € N*, application g est contiunue sur la pavé K = [—p;p] x [—q¢; ¢] et le théoréme de fubini
s’applique et on a alors la relation demandée.

b) Pour pour ¢ € IN*, 'application f; : y qu f(t)e~®idt est continue car (y,t) + f(t)e™ ! est
continue sur R X [—g; ¢] et que (f;)q converge simplement vers f.
D’autre part, pour tout ¢ € N* | al suite d’applications continues (hy : y — e”y_ay2fq(y))q converge
simplement vers h @ y — e”y_any( ) et puisque f est intégrable sur R, il en résulte que h est
intégrable ( car ‘h(y) = e”y_ay2f(y)‘ < ey’ ‘f

dominée ) I’expression demandée.

) et on a ( via le th de convergence

c) Le méme principe que précédement, mais ici encore plus simple :La suite applications continues
(fp it f fp ”y_adey)p converge simplement sur R vers ¢t — f() f_-l_;j e”y_”fdy et que

| (1) |fp _€y2dy < @) ffooo e‘adey = C*|f(t)| et comme f est intégrable sur R, encore
par le th de convergence dominée, I’dentité demandée en résulte.

d) On applique & a) le ¢) et b) pour déduire d) :
: : P izy—cy? 9 —iyt . o zx € 9 —i t
h;n (h;nf_p e'ry—ey (f_q ft)e ™ dt) dy) = h;n (f y—ey” (f Y dt) dy)
= lignqu 7@ (ffooo elry—iyl=cy dy) dt
b 10 (f—oooo 6ixy—iyt—ay2dy) i
Or li(gn (li;nffp eiry—sy® (qu f(t)e—iytdt) dy) = li;n (]i;nfi’p eiry—sy® (fizq f(t)e_iytdt) dy)
— li;n fi’p eiry—sy® (ffooo f(t)e_iytdt) dy
= [20, e fy)dy
Donc ffooo f@) (ffooo e”y_iyt_ay2dy) dt = ffooo e”y_ay2f(y)dy
4. Par 2.,0n a: f_-lfj 7@ (f_-lfj e‘iy(t—x)e_andey) dt = Qﬁfj—g fle+2 6n8)6_52d8 et 3.d)
f_-lfj f@) (f_-lfj e‘iy(t—x)e_andey) dt = ffooo e”y_anny(y)dy. Donc :
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Qﬁfjfj fle+2 6n8)6_s2d8 =[= e”y_any2f(y)dy et on fait tendre n vers +oo, pour obtenir :

(o]
flx) = % ffooo e”yf(y)dy pour tout € R ( remarquer que la suite de fonctions sous le signe intégral
vérifie les hypothéses du th. de convegence dominée ).
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