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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats du concours MP,
comporte 4 pages._ )
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Notations et rappels

Dans tout le probléme, K désigne le corps des réels ou celui des complexes (K = R ou C) etn
un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note M, (K) I’algébre des matrices carrées d’ordre n a
coefficients dans K ; la matrice identité de M,,(K) est notée I,,.

Pour toute matrice A de M,,(KK), A désigne la matrice dont les coefficients sont les conjugués de
ceux de A et A* est la matrice transposée de A (A* ='A); lorsque A € M, (R), on a A* ='A.

Pour tout élément A de M,,(K), on note Sp(A) ’ensemble des valeurs propres complexes de A et
on désigne par p(A) le réel défini par p(A) = max |A|.

AeSP(4)
Pour tout vecteur X de M,, ;(K) de composantes 1, ... ,z,, 0n pose || X |« = [max |z;| ; il s’agit
d’une norme sur M,, ; (K) et il n’est pas demandeé de le redemontrer
Pour tout A = (a;;) € M, (K) on pose : No(A) = Irgzzglz laij| et N(A) = 12’?§n|a2]|

On rappelle enfin qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
1% Partie

1. Montrer que N, et N sont des normes sur M, (C).

2. Soient A et B deux éléments de M ,,(C).

(@) Montrer que ||AX ||oc < Noo(4)[|X||c0, pour tout X € M, 1(C).
(b) Montrer que N (AB) < Noo(A)Noo(B). Cette inégalité est-elle valable avec la norme N ?

3. (a) On suppose que la suite (Ag)ren, d’élément de M, (C), converge vers une matrice A;

montrer que pour tout (B, C) € (Mn((C))Q, la suite (BA;C)ken converge vers la matrice
BAC.

(b) Soit (Ay)ren Une suite d’élément de M, (C) avec A, = (az(-f)) pour tout k£ € N. Montrer
que la suite (Ay),cn converge vers la matrice A = (a;;) si et seulement si pour tout couple

(i,7) d’élements de {1,... ,n}, la suite (ag-“))keN converge Vers a;;.

(c) Soit M € M, (C) diagonalisable. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les
valeurs propres de M pour que la suite (M*),cy soit convergente.

4. (a) SoitT = (g 2) un élément de M»(C). Pour tout k € N*, calculer T* et en déduire que

la suite (T*)zcn- converge si et seulementsi (o] < 1)ou(a=1etB=0).

(b) Soit M € M,(C) non diagonalisable. Montrer que la suite (M*),cy est convergente si et
seulement si p(M) < 1. En cas de convergence, préciser la limite de cette suite.

(c) Soit M € M5(C). Donner une condition nécessaire et suffisante sur p(M) pour que la
suite (M*),cn converge vers la matrice nulle.
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5. Soit M € M, (C).

(a) Montrer que si la suite (M*),cy converge vers la matrice nulle alors pour tout vecteur X
de M,,1(C), la suite (M*X)cn converge vers le vecteur nul.

(b) En déduire que si la suite (M*),cyn converge vers la matrice nulle alors p(M) < 1.

Dans toute la suite du probléme, on admettra la réciproque de ce résultat.

2¢Me Partie

Soit A une matrice de M, (R) ; on rappelle que A est symétrique si A* = A. Si A est symétrique,
elle est dite positive si pour tout X € M, ;(R), X*AX > 0; elle est dite définie positive si pour tout
X € My 1(R) \ {0}, X*AX > 0.

On muni M,, ; (R) de son produit scalaire canonique défini par < X,Y>= X*Y, ou X* désigne
la matrice ligne transposée de la matrice colonne X de M,, ; (R) (X* ='X).

1. Soit S une matrice réelle symétrique et positive. Montrer que pour tout C € M, (R), la matrice
C*SC est aussi symétrique et positive.

2. SoitU € M, 1(R).

(a) Montrer que la matrice UU* est symétrique et positive.
(b) Soit X € M,, 1(R). Montrer que UU*X = 0 si et seulementsi U*X = 0.
(c) SoitV € M, 1(R) ; a quelle condition a-t-on UU* = VV* ?

4
3. SoitA= |2
0

O NN

0
0 |, ot @ est un nombre réel.
a

(a) Justifier que A est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.
(b) Déterminer une base orthonormée de M3 ; (R), formée de vecteurs propres de A.

(c) Soit (U, Uz, Us) une telle base ; pour tout: € {1, 2,3}, on note A; la valeur propre associée
au vecteur propre U;. Comparer alors la matrice \;U U7 + \2UxUs 4 A\3UsU; avec A.

(d) A guelle condition A est-elle positive, définie positive ?
4. Soit R une matrice réelle symétrique.
(a) Montrer I'existence d’une base orthonormée (&1,... ,&,) de (M, 1(R),< .,. > ) etd’un

n-uplet (A1, ..., \,) deréelstels que R = > A&E;.
i=1
(b) Que représentent pour R les A; etles&; ?
(c) A guelle condition R est-elle positive, définie positive ?

5. Soit R € M, (R) ; montrer que R est symétrique et positive si et seulement s’il existe n éléments
n

Up,... Uy de M, 1(R) telsque R =Y UiU;.
=1

6. Soient B € M, (R) une matrice symétrique positive et X € M, :(R) ; montrer alors que
RX = 0sietseulementsi X*RX = 0. A quelle condition R est-elle définie positive ?
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3°™Me Partie
A- Soit M € M,,(K) telle que p(M) < 1;on désigne par ¢ I'application

Z — Z-M*ZM

1. Veérifier que ¢ est un endomorphisme de M, (K).
2. Soit Z € Ker ¢ ; montrer que pour toutp € N*, 7 = (M*)P ZMP.
3. (a) Montrer que p(M*) = p(M).
(b) Déduire de ce qui précéde que ¢ est injective.
4. Soit B € M, (K).
(@) Montrer qu’il existe une unique matrice A € M, (K) telleque A — M*AM = B.

(b) Soit k& € N; montrer que (M*)¥AM* — (M*)kTTAM*+! = (M*)k BM*, puis en déduire,
pour toutp € N, la relation

p
A= (M AMPE 4y (M) BME.
k=0

(c) Justifier alors que la série Z(M*)pBM” est convergente de somme A.
p>0

B- Ici on prend K = R et on conserve les notations et les hypothéses de A.
1. Soit S € M,,(R) une matrice symétrique positive et soit A € M, (R) telleque A—M*AM = S.

(a) Montrer, sans I’exprimer en fonction de S, que A est une matrice symétrique.
(b) Montrer gue A est une matrice positive.
(c) Soit X € M, (R); montrer que AX = 0 si et seulement si SM*X = 0 pour tout
ke {0,... ,n—1}.
2. SoientU € My, 1(R) et R la matrice symétrique telle que R — M*RM = UU*.
(@) Soit X € M, 1(R) ; montrer que RX = 0 si et seulement si < (M*)*U, X >= 0 pour tout
ke {0,... ,n—1}.

(b) Endéduire que la matrice R est définie positive si et seulementsi (U, M*U, ... ,(M*)"~'U)
est une base de M,, 1 (R).

n—1

3. SoitP=X"— Z a, X* un polyndme a coefficients réels dont les racines réelles ou complexes

k=0
sont toutes de module < 1. On note C la matrice

0O 0 -+ 0 ag

1 0 - 0 aq
cC=10 D

: .1 0 ap_2o

O --- 0 1 a1
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On admet que le polynéme caractéristique de C est égal a (—1)™ P, ce qui donne p(C) < 1.

On désigne enfin par B = (Ei,...,E,) la base canonique de M,, ;(R) et on considere la
matrice symétrique réelle Q telle que

Q- C*QC = E,E.

(a) i. Pour tout entier k compris entre 1 et n, exprimer le vecteur C* E}, dans la base 5.
ii. Montrer par récurrence que (C*)PE,, — E,_, € Vect({Ep—p+1,...,E,}) pour tout
pefl,...,n—1}
iii. Montrer alors que la famille (E,, C*E,,... ,(C*)""'E,) est une base de M,, ;(R).
(b) En déduire que Q est définie positive.
(c) SoientU € M, 1(R) et R € M, (R) telle que R — C*RC = UU*. Montrer qu’il existe
un polyndme réel @, de degré < n — 1, tel que U = (Q(C))*E, et en déduire que
R =(Q(0))*QQ(C).
(d) A € M,,(R). Montrer que la matrice A — C*AC est symétrique et positive si et seulement
s’il existe n polyndmes réels @, ... ,Q,, tous de degré < n — 1, tels que

A =3 (Qi(0))*2Qi(C).
im1

FIN DE L’EPREUVE
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