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’ 2020 - CENTRALE-SUPELEC - MP - MATHEMATIQUES 1
UN CORRIGE

I Quelques résultats utiles.

I.A - Propriétés générales de la loi x.

Q1. La fonction § est définie par :

X 1 sin=1
Vn € N*, (5(n):{ 0 sin>2

Ainsi Vn € N*, §(n) #0 < n = 1. Soit f : N* — C une fonction arithmétique.

meN, (¢xf)n) = Y o@f () = > atd) (%) = awf(3) = fo.
d|n

meN, (Fxd)m) = Y f@s(5) = Zf 6(%) = fme(Z) = f).
d|n

d=n

Pour toute fonction arithmétique f, on a ’ oxf=fx0=f ‘ donc ’5 est un élément neutre pour la loi *. ‘

3?)
=n}.

Q2. Soit n € N*. L’application

est une bijection de D,, sur C,, = {(d1,dz) € (N*)? Donc

(From = f@e(5)= X f)gld)=| Y fld)g(d).

deD,, (dy,d2)=0(d),dED, (d1,d2)€Cn

Q3. Soient f et g deux fonctions arithmétiques. Soit n € N*.
Puisque {(d1,dz2), (d1,d2) € Cn} = {(d2,d1),(d1,d2) € Cp}, on a:

(f*g)(n) = Z fldi)g(dz) = Z fldi)g(d2) = Z 9(dz) f(d1) = (g% f)(n).

(d1,d2)€Cr (d2,d1)€Cn (d2,d1)€Cn

Pour toutes fonctions arithmétiques f et g, ona|f*g=gx* f|donc ’la loi * est commutative. ‘
Q4. On considére C!, = {(dy,dz,d3) € (N*)3,dydads = n}. Soient f, g et h trois fonctions arithmétiques. Soit n € N*.

(o) =S ea@n (5) =X S sa (3) 0 (5) = X stangtaania)

dn dn k|d (d1,d2,d3)€C],

De méme,

el o) = =)« o) = o 0@f (5) =S aon (§) 7 (5) = X lana(dzintan)

d|n dln k|d (dl,dg,dg)eC;,,

Ainsi ’ (fxg)xh=fx(g*h) ‘ et ’ * est associative. ‘

Q5. On considére 'ensemble A muni des lois + et x*.
e (A, +) est un groupe.
AxA — A
(fr9) = [fxg

e D’aprés la question Q4., * est associative.

o x: est une loi de composition interne sur A.

e D’aprés la question Q1., * admet un élément neutre 9.

e x est distributive a gauche et & droite par rapport a +.

Ainsi (A, +, *) est un anneau. De plus, * est commutative (question Q3.). Donc’ (A, 4+, %) est un anneau commutatif.
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Q6.

Q7.

I.B - Groupe des fonctions multiplicatives.

Soit f une fonction multiplicative. Alors f(1) = f(1)? donc f(1) vaut 0 ou 1, or f(1) # 0 donc | f(1) = 1.
Soient f et g deux fonctions multiplicatives telles que Vp € P,Vk € N*, f(p*) = g(p*).

On a donc f(1) =g(1) =1.

Soit n € N*, n > 2. D’aprés le théoréme sur la décomposition en facteurs premiers d’un entier,

Ik eN, (py,...,pr) € PF les p; étant deux a deux distincts, (o, ..., ax) € (N)E, n=(p)™ ... (pp)*.

Pour ¢ # j, on a p; # p;, donc (p;)* A (p;)* = 1. En utilisant que les fonctions f et g sont multiplicatives, on
en déduit que f((p:)*(p;)*) = f((p:)™)f((p;)*?). Par une récurrence immédiate, il vient :

fn) = f (ﬁ@)) = f[f(m)af) = f[g(m)%) =9 (fﬂp)) =g(n).

Ainsi Vn € N*, f(n) = g(n).
Soient f et g multiplicatives. Alors  (Vp € P,Vk € N*, f(") = g(»*)) = f=g.

Soit (m,n) € (N*)?, premiers entre eux.

e Montrons que 7 est bien définie. Soit dy € D,, et dy € D,,,. Alors da € N*, n = ad; et 3b € N*, m = bd,, d’ou

mn = (adl)(bdg) = (ab)(dldg),

| Dn XDy — Dy

donc dqds est un diviseur de mn et dids € D,,,,,. Donc |7 : (di,dy) — didy est bien définie.

e Montrons que 7 est surjective.
Soit d € D,,,,. Alors d divise mn.
D’aprés le théoréme sur la décomposition en facteurs premiers d’un entier,

dk e N,
Vn e N*, ¢ (p1,...,pr) € P¥ les p; étant deux a deux distincts, n = (p1)** ... (pr)**.
E”(alv ceey ak) € (N*)ka

On écrit la décomposition de n et m en facteurs premiers : n = (p1)®* ... (pg)** et m = (ql)ﬁ1 ... (ql)ﬁl.
n et m sont premiers entre eux donc {p1,...,pr} N{q1,...,q} = 0.
d divise mn donc est de la forme :

k l
d=T]p [[d7 avec0<ai<a;et0<b; <.
i=1 =1

k l
En posant d; = pr‘ €D, et do = H qu € Dy, on a d = dyde = w(dy,ds) done 7 est surjective.
i=1 j=1
e Montrons que 7 est injective. Soit (dy,ds) € Dy, X Dy, et (e1,e2) € Dy, X Dy, tels que w(dy,ds) = 7w(er,ez).

Alors didy = ejes.

Soit d un diviseur commun de d; et es. di est un diviseur de n et ey est un diviseur de m donc d est un diviseur

commun den et m. Orn Am =1 doncd=1.

Donc di; Aes =1 et dy divise ejes. Ainsi dy divise eq.

Par symétrie des roles joués par dy et e;, on montre de méme que ey divise d;.

On a donc dy,e; € N*, avec dyle; et er|dy, donc d; = e;.

La relation d;ds = djes nous donne dy = es.

Finalement (dq,e1) = (do, e2) et

Ainsi ’ 7 est bien définie et bijective de D,, x D,,, sur Dy,,,- ‘
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Q8. Soient f et g deux fonctions multiplicatives. Soient (m,n) € N* premiers entre eux.
Soit d; € D et doy € Dm, alors di A dg =1. Puisque f est multiplicative, f(did2) = f(d1)f(d2).
De méme, dl e D, et & € D,, donc d—l A @ = 1. Puisque g est multiplicative, g (ZZ) =g Z) g (Z)
Il vient alors, en utilisant la bijection 7 :

(Fro)mm) = > fdg ("7

d€Dym

Ty ()

(dl 7d2 ) €Dp XDy

- % f@ﬂﬂ@M(Z)g(Z)

(d1,d2) €Dy XDy

: (L?IEZD fla)g ()dﬂ 5 e (3)

Donc f * g est multiplicative.
’ Si f et g sont deux fonctions multiplicatives, alors f x g est encore multiplicative. ‘

Q9. Soit f une fonction multiplicative. On définit une fonction arithmétique g : N* — C par récurrence en posant :

g(1) = L
k
Vpe P VEEN, g(b*) = = f)e" ).
i=1
Alors g est bien définie sur tous les p*.
k k
Pour m € N*, dont la décomposition en facteurs premiers est : m = H(pi)‘“, on pose g(m) = Hg(pi).

i=1 i=1
Montrons que g est multiplicative. Soit (m,n) € (N*)2, premiers entre eux.
On écrit la décomposition de m et n en facteurs premiers : m = (p1)* ... (pp)** et n = (q1)" ... (q)".
m et n sont premiers entre eux donc {p1,...,pr} N{q1,-..,q} =0

k l l l
smm) o (T T Hg Do) g(np )g T | = otmygto).
i=1 =1 i=1 j=1 j=1

Donc ’ g est multiplicative. ‘
Soit p € P et k € N*. Les diviseurs de p* sont : Dyr = {p’,0 < i < k}. Do :

% k _ ZLk — . 7 pk
(f=9)(p*) = d%:kf(d)g<d> Z_Z;f(p)g(pz)
k k
= > f = f(l)g(pk)Jer(pl)g(p’H)
— -9 = 0 -

Ainsi |Vp € P,Vk e N*,  (f*g)(p") =d(p") =0
D’aprés la question QG6., puisque les fonctions f * g et § sont multiplicatives, on en déduit que

Q10. On considére ’ensemble Ml muni de *.
e D’aprés la question Q8.,si f € M et g € M, alors f*x g € M.
MxM — M
(fr9) = fxg

e D’aprés la question Q4., * est associative.

Donc * : est une loi de composition interne sur M.

e D’aprés la question Q1., * admet un élément neutre 9.
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e D’aprés la question Q8., tout élément f € M admet un inverse. En effet, 3g € M, fxg=g* f = .

Ainsi (M, *) est un groupe. De plus, x est commutative (question Q3.).

Donc ’ (M %) est un groupe abélien (ou commutatif). ‘

I.C - La fonction de Mobius.

Q11. La fonction de Mdbius est définie par :

1 sin=1.
u(n) =< (=1)" sin est le produit de r nombres premiers distincts.
0 sinon.

Soit (m,n) € (N*)2, premiers entre eux.
e Sim =1, alors u(m) = 1 donc pu(mn) = u(n) =1 x p(n) = p(m)u(n).
e Sin =1, on procéde de méme et p(mn) = p(m)u(n).

e Supposons que m # 1 et n # 1.
Soit m = (p1)® ... (pr) et n = (q1)"* ... (q)" la décomposition en facteurs premiers de m et n.
Puisque m An=1,on a {p1,...,px} N{q1,...,q} = 0.

* Supposons que soit m, soit n contient plusieurs fois le méme nombre premier p dans sa décomposition.
Alors p(m) = 0 ou p(n) = 0 donc le produit est nul : p(m)u(n) = 0.
De plus, mn contient plusieurs fois le méme nombre premier p dans sa décomposition, donc p(mn) = 0. Dans
ce cas, on a donc pu(mn) = p(m)u(n) = 0.

* Supposons que m et n contiennent chaque nombre premier une seule fois. m et n s’écrivent donc :

m = pi...Pk- p(m) = (=1
n o= q...q. = un) = (=1L
mn = pi1...prq1-.-q. pimn) = (=D = (=D)*(=1)! = p(m)u(n).

Onap(l)y=1etmAn=1= p(mn)= pu(m)un), donc ’ u est multiplicative. ‘

Q12. Soit p € P et k € N*. Les diviseurs de p* sont : D,x = {p*,0 < i < k}.
On a p(l) =1,u(p) = (—1) et p(p*) =0si k > 2. Dot :

k

& k
(ux1)(p*) =) u(d)1 (pd) = Zu(pi) x 1= p(p') = p(1) +pulp) +0=1+(-1)=0.

dlp* i=0
Les fonctions p et 1 sont multiplicatives. D’aprés la question Q8., p * 1 est encore multiplicative.
On a montré que |Vp € P,Vk € N*,  (ux* 1)(pk) = 6(pk) =0.
D’aprés la question Q6., puisque les fonctions p x 1 et § sont multiplicatives, on en déduit que
Q13. Soit f € A et F € A telle que Vn € N* | F(n) = Zf(d) Calculons f x 1. Soit n € N*.

d|n

(F1)m) =D F@L(5) =D fld) x 1= Y f(d) = Fln).
d|n d|n

d|n

D’aprés la question Q12., px1 =4.
D’aprés la question Q1., § est I’élément neutre pour *. En composant par p :

f=f+xd=(f*x1)*xpu=Fxpu=pxF.

Ainsi ce qui équivaut a |Vn € N*,  f(n) = Z,u(d)F (%) .

d|n
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Q14. e Montrons que la fonction indicatrice d’Euler ¢ est multiplicative.
Pour n € N*, on note U(Z/nZ) 'ensemble des inversibles de Z/nZ. D’aprés le cours,

p(n) = Card{i € [|1,p"]], iAp" =1} = Card(U(Z/nZ)).

Soit (m,n) € (N*)2, premiers entre eux. Par le théoréme chinois, on a :

Z/mnZ =~ Z/mZ x Z/nZ.
= U(Z/mnZ) =~ U(Z/mZ)x ZL|nZ) = UZ/mZ)) x U(Z/nZ).
= @(mn) =U(Z/mnZ) = Card(U(Z/mZ))) x CardU(Z/nZ)) = p(m)p(n).

Donc ’ ¢ est multiplicative. ‘

e Soit p € P et k € N*. Calculons ¢(p").

e(P*) = Card{i€ [|Lp"]], inp* =1}
= pF—Card{i € [|1,p"]], inp"#1}
= p¥ — Card{i € [|1,p*]], p divise i}
e

En effet, pour i € i € [|1,p"|], p divise i si et seulement si 31 € [|1,p*7[],i = pl et il y a p*~! tels entiers 1.

e Soit p € P et k € N*. Les diviseurs de p* sont : Dyr = {p',0 <i <k}
Ona u(l)=1,u(p) = (=1) et u(p*) =0si k > 2. Dot :
k

k k k
(uxD)(P*) =D u(d)I (Z) = Zu(pi)% => p(p ) = p()p* + p(p)p* T+ 0 =pF -l
=0

d|p* i=0

e On a montré que |Vp € P,Vk € N*, (uxI)(p*) = o(p*) = p* — p*~ L.

D’aprés la question Q6., puisque les fonctions p * I et ¢ sont multiplicatives, on en déduit que

I.D - Déterminant de Smith.

Q15. Calculons le produit matriciel M’D7T. Soit (4,5) € [|1,n[)? :

(M'DT);; = > (M)ix(D")r; = D migdjx
k=1 k=1
= Z m;,k = Z g9(k)
ke[|1,n]],k divise j ke[|1,n]],k divise j et @

= Y gk

k divise (iAj)

e Posons Vn € N*,G(n) = Zg(k) D’aprés la question Q13., g = u* G.
kln

e D’aprés 'énoncé, g = p* f donc ux G = px* f.

e D’aprés la question Q12., pu* 1 = 4.

e D’aprés la question Q1., § est ’élément neutre pour .

e En composant la relation g G = p* f par 1, il vient :

G=0xG=1x(uxG)=1x(uxf)=d«f=f,

donc G = f.
e On peut alors conclure :
V(i,j) € [Lnll>, (M'DT)i;= Y g(k)=G(inj) = finG)=mi;= (M)

k divise (iAj)

On a montré que | M'DT = M.
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Q16.

Q1.

Q18.

Puisque M = M’'DT, on obtient en prenant le déterminant :
det(M) = det(M'DT) = det(M’) det(DT) = det(M") det(D).

D’une part, on remarque que la matrice D vérifie :

e pour ¢ < j, j ne divise pas ¢ donc d; ; = 0.

e pour ¢ = j, j divise ¢ donc d; ; = 1.

La matrice D est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale, donc m
D’autre part, on remarque que la matrice M’ vérifie :

e pour ¢ < 7, j ne divise pas ¢ donc m;j =0.

e pour i = j, j divise i donc m;; = g(i).

n
La matrice M’ est triangulaire inférieure et ses coefficients diagonaux valent mj, , = g(k), donc| det(M') = H g(k).

Finalement,

det(M) = det(M’) det(D) = f[ g(k).

k=1

I.E - Séries de Dirichlet.

Soit s > A.(f). Par définition de A, qui est la borne inférieure des réels pour lesquels la série converge absolument,

k
il existe sp € R tel que sy < s et la série Z J;(SO) converge absolument. Alors
E>1
fR)/R |1
‘f(k;)/k:so = e kjmo car s—sp>0.
k k k
Puisque % =0 (‘ ‘I;(SO) ), par régle des petits o pour les séries & termes positifs, Z flis) converge absolu-
ment.
. - f(k)
Sis > Ac(f), alors la série Z —~ converge absolument.
E>1

Soient f et g deux fonctions multiplicatives d’abscisses de convergence finies.
On suppose que Vs > max(A.(f), Ac(g)), Ly(s) = Ly(s). Alors

Vs > max(Ac(f), Ae(9)),  Ly(s) = Ly(s) =

k=1

Supposons par 1'absurde qu’il existe k € N* tel que f(k) # g(k). Notons
Ko = min{k € N*, (k) £ g(k)}.

Alors

+o0 too
0= Ly(s) = Ly(s) = Z f(k?)k—sg(k) _ f(ko)];s)g(ko) n Z f(k‘)k—sg(k)

k=ko k=ko+1

On multiplie cette égalité par k§ :

+o0 k'O s
o > max(Au(), Ac0). 0= k) — ko) + S (709~ ath) ()

k=ko+1
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On fixe sg > max(A.(f), Ac(g)). Soit s > sp.

> (g (')

IN
%
3

=

—

=

|

=

5

et
7N
~| &

. = ko ?
skffoo< > (- g (*7) )—0.

k=ko+1

On obtient f(ko) — g(ko) = 0, ce qui est absurde. Donc ’Vk eN* f(k)=g(k) et f=g. ‘

Q19. Soient f et g deux fonctions multiplicatives d’abscisses de convergence finies.
, o f(d) g(k)
Soit s > max(A.(f), Ac(g)). Alors les deux séries Z e et Z e convergent absolument.

d>1 E>1

f(d) g(k)
ds ks’

On en déduit que en posant

V(d, k) € (N*)?, agqp =
la famille (ag,x)(4,k)em-)> est sommable. Pour n € N*, on pose
I, = {(d, k) € (N*)? dk = n}.

Alors (I,,)n>1 est une partition de I = (N*)? :

I={(dk)e(N)}= || L.

neN*
En appliquant le théoréme de sommation par paquets :

+oo d +oo k +oo too Dalk
Li(s)Ly(s) = <Zf”>< ‘”’,9) - ZZW

k=1

f(d)g(k) = f(d)g(k)

= Z (k)s - z_: Z (dk)s

(d,k)€(N*)2 n=1(d,k)el,,

©= d)g(k = n
=2 Tae? = Yoy s (3)

n=1(d,k)e(N*)2, dk=n =1 d|n

+oo
= Y (o) = Lpag(s).
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II Matrices et endomorphismes de permutation.

I1I.A - Similitude de deux matrices de permutation.
Q20. ® On a P, = (0;,5(;))1<i,j<n OU J désigne le symbole de Kronecker.
Soit (p,p’) € &2. Soit (i,5) € [|1,n])* :

n

(PoPp)i; = Z(Pp)i,k(Pp’)k’j = Z 5i,p(k)5k7p’(j) = Z 5i7p(k) = 6i7POP'(j) = Ppy (i,5)
k=1 k=1 k=p'(5)

Donc |Y(p,p') € &%, P,Py =P,,.

e Soit p € &,. Alors l'égalité p o p~! = Idj; ,,] montre que

PPy = Ppopr = Py, ) = In-

Donc |Vp € &,, P, € GL,(C)et (P,)" "' =P,1.

e Soient deux permutations (o,7) € G2 qui sont conjuguées. Alors Ip € &,,, telle que 7 = pop~!. D’oi

P, =P, ,1=P,P,Py1 =P,P,(P,)" "

’ Si 7 et o sont conjuguées, alors P, et P, sont semblables. ‘

p(l) = 2.
Q21. Iein="17,v =(1,3,7), 72 = (2,6,4) et p € &7 avec pE?); = 6.
p(7) = 4.
e Pour k € {2,4,6} :
Pour k=2: pyp '(2) = pn(l)=p(3)=6="2(2).
Pourk=4: pyp t(4) = pn(7)=p(1) =2="12(4).
Pour k=6: pyip='(6) = pn(3)=p(7)=4=7(6).
e Soit k € {1,3,5,7}. Alors 72(k) = k car k est un point fixe de 72. De plus, on a :
p (2 =1
p~l(6) = 3.
p~l4) = 1.

Puisque p~! est une permutation de [|1,7|] donc une bijection, pour k € {1,3,5,7}, on a p~ (k) ¢ {1,3,7},

d’out p~1(k) € {2,4,5,6}. Or {2,4,5,6} est ensemble des points fixes de ;. Il vient :

Vk € {1,3,5,7}, m(p ' (k) =p""(k) donc pyip (k) =pp (k) =k = 2(k).

Finalement, on a | py1p~ ! = 2.

Q22. Soit n € N* et [ € [|2,n|]. Soient v1 = (a1,...,a;) et v2 = (b1, ...,b;) deux cycles de longueur I.

Montrons que 71 et 72 sont conjugués. On définit une permutation p € &,, en deux étapes. Tout d’abord, on

pose :
Vie (L], |plai) =b;.

D’autre part, soient les ensembles finis :

A=[1,n|]]\{a1,...,a;}, B=[1,n|]\{b1,...,bi}.

A et B sont finis de méme cardinal n — [ donc il existe une bijection p’ de A sur B. On définit alors p sur A par :

Vke A, p(k)=p' (k).

Alors p est bien une permutation : | p € &,,. | On procéde ensuite comme dans la question Q21.
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e Pour k € {by,...,b}:

Vie [[LI],  pyip~t(bi) = pyi(ai) = plaisr) = bip1 = y2(bi).
(Si ¢ =, on note par convention a;4+1 = aj et bj11 = by.)
Donc ’Vk € {br,....0}, pyp t(k) =y(k). ‘
e Soit k€ B=[|1,n|]\ {b1,...,bi}. Alors y2(k) = k car k est un point fixe de 7s.

Puisque p~! est une permutation de [|1,n|] donc une bijection, pour k € [|1,n|]\ {b1,..., b},
onap (k)¢ {ai,...,a}, dot p~t(k) € A=[|1,n|]]\ {a1,...,a;}. Or A est ensemble des points fixes de 7;.
Il vient :

ke B=[Lal\{br....bi}, (o (k) =p (k) dome  pyip (k) = pp~ (k) = k = va(k).

Done vk € B = [[Lnf]\ {br,....0i}, pmp™' (k) = 72(k). |

Finalement, on a | py1p~ ' = 2. ’Dans &,,, deux cycles de méme longueur sont conjugués. ‘

Q23. Soient v, et 2 dans &,, deux cycles a supports disjoints, et soit p € &,,. On note A = Supp(y1) et B = Supp(7y2).
On a donc AN B = (. Alors :

Supp(pmip™") = p(A).
Supp(py2p") = p(B).
Puisque AN B = ) et p est bijective, on a p(A) N p(B) = 0. Ainsi py1p~! et pyep~! sont encore a supports

disjoints.
’ Soient v et v2 dans &,, deux cycles a supports disjoints, p € &, ‘

1

’ alors py1p ! et pyap ! sont encore des cycles a supports disjoints. ‘

Soient o € &, et 7 € &,,. Montrons I’équivalence : (o et 7 sont conjugués) < (VI € [|1,n]], ¢(o) = ¢ (7)).

° Supposons que ¢ et T sont conjugués. Alors Ip € &,,, 7 = pop~ L.

Soit 0 = ¥192 ..., la décomposition unique de ¢ en produit de cycles & supports disjoints. Alors

T=pop ' =pnvz... )t = (o DN prep ) (o).

Chaque (pyip~ 1) est un cycle de méme longueur que le cycle ;. De plus, on a montré que ces cycles (py;p™!)1<i<r
sont encore & supports disjoints.

Donc 7 se décompose en un produit de cycles a supports disjoints de méme longueur que ceux de o. Ainsi
Vi € [|2,n]], (o) = ¢ (7). Puisque le nombre de points fixes de o est égal & n auquel on retire la somme des
longueurs des cycles, o et 7 ont aussi le méme nombre de points fixes : ¢1(0) = ¢1(7).

Donc Vi € [|1,n]], ¢(0) = (7).

. Supposons que VI € [|1,n|], ¢(6) = ¢ (7). Dans une décomposition en un produit de cycles a supports
disjoints, tous les cycles commutent. On peut donc échanger l'ordre des cycles. On décompose o et 7 en produit
de cycles a supports disjoints :

o = MY2---Ur-
T o= Mmnz...Nr.

Quitte & permuter 'ordre des cycles, on suppose que Vi € [|1,7]], 7; et n; sont de méme longueur.
On a montré que deux cycles de méme longueur sont conjugués. Par la méme technique que dans la ques-
tion Q22.; on construit une permutation p € G,, de la maniére suivante :

IE Supp(y1) — Supp(m),

p: Supp(yr) = Supp(yr),
p: {points fixes de 0} — {points fixes de 7},

de sorte que Vi € [|1,7]], pyip~! = n;. Alors

pop~ "t =pmve. )t = (orp e ) (o) = mme e =T

1

Donc 7 = pop™ et o et 7 sont conjugués.
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Q24.

Q25.

Q26.

Ainsi ’ (o et 7 sont conjugués) < (VI € [|1,n]], ¢(o) = a(T)). ‘

Soit £ € [|2,n]] et v € &,, un cycle de longueur ¢. Posons o = (1,2,...,¢).

v et o sont deux cycles de méme longueur (¢) donc sont conjugués (par la question Q22.).
7 et o sont conjugués donc P, et P, sont semblables (par la question Q20.).

P, et P, sont semblables donc ont le méme polynéme caractéristique :

0 1
1 0

X+ (X) = xo(X) = det(XI,, — Py) = det(XI, —Ty) avec 'y = P, = . . € M,(C).
0 1 0

Calculons le polynéme caractéristique de I'y, en effectuant un développement par rapport a la premiére ligne.

X -1
-1 X
X~ (X) = det(X I, — T'y) = det o = XX 4 () x (D) (=) =X -1

0 -1 X

Siy € &¢ est un cycle de longueur ¢, alors x(X) = Xt 1.

Soit ¢ € G,,. Soit 0 = 172 .. .7 la décomposition unique de o en produit de cycles & supports disjoints.
On note £(y;) la longueur du cycle ~;.
Soit Bean = (€1, ..., ey) la base canonique de C".
Pour i € [|1,7[], en notant le cycle v; = (a1,...,a~,)), on note B; = (eq,,...,€q,, ) une famille de vecteurs
incluse dans Begap,-
De plus, notons A = {points fixes de o} et By = (e, k € A).
Alors B = (By, By, ...,B,) est une famille de vecteurs de C™ obtenue par permutation des vecteurs de la base
canonique Be,y, donc c’est encore une base de C". De plus, en notant P = Matg_, (B) la matrice de passage de
Bean & B, on a :
Loy (o)
P*l‘PO_P: FZ(’Yl) . - D.
Loty
Donc P, est semblable & cette matrice D qui est diagonale par blocs :
e avec des blocs de la forme I'y pour £ > 2 : ce sont les r blocs T'y(,,), ..., [y(4,), qui proviennent des r cycles a
supports disjoints de o ;
e et avec ¢ (o) blocs de la forme T'y = (1) € M;(C), qui proviennent des ¢; (o) points fixes de o.

P, et D sont semblables donc ont le méme polyndéme caractéristique. En utilisant la question Q24., et en
regroupant les ¢;(o) cycles de méme longueur ¢ € [|1,n|], on obtient :

(X4 — 1)),

Yo (X) = X, (X) = xp(X) = (X = )7 [ xry,,,, (X) = (X =)= @ [ (%700 —1) =
1=1 i=1 1

n

4

n
Donc |Vo € G, xo(X) = (X —1)(),
=1

Soit o € &,,. Pour ¢ € [|1,n]], les racines de X* — 1 sont toutes simples et valent

'k:27T
ikl
{racinesde X* -1} ={e ( 1<k</

On décompose le polynome caractéristique x, en un produit de polyndémes de degré 1 :

27\ (@)

XG(X):ﬁ(XZfl)CI.(U) :ﬁH X_e ¢

(=1 1=1k=1
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Q27.

Q2s.

Q29.

Dans la suite, on ne s’intéresse qu’aux racines de x, qui sont de la forme wy = eZQW/q, pour g € [|1,n|] (méme si
Xo posséde aussi d’autres racines).

14
(wy est racine de X* —1) & wgzl & e 1= & -—€Z <& gdivise L
q

Donc le facteur (X — w,) apparait ¢¢(o) fois pour chaque ¢ € [|1, n|] tel que ¢ divise £. Ainsi

La multiplicité de w, = ¢?™/4 en tant que racine de Y, vaut : Z ce(0).
€e(l1nl] gl

Soient ¢ et 7 dans &,, telles que P, et P; sont semblables. Alors x, = x-. Donc Vg € [|1,n|], le nombre complexe
Wy = €27/4 3 Ja méme multiplicité comme racine de x, et comme racine de y,. On obtient :

Vg € [[1,n]], Yo owlo)= Y ).

L€[|1,n]],q]€ £e[|1,nl],ql¢

Montrons la propriété () :
(Les matrices de permutation P, et P, sont semblables) < (les permutations ¢ et 7 sont conjuguées.)

° On ’a déja montré dans la question Q20.
) Supposons que P, et P, sont semblables.

Soit le type cyclique de o : T, = (c1(0) ¢2(0) ... ¢a(0)). Calculons le produit matriciel 7, D. Soit j €
(11, n]] :
n n
(ToD)1j =Y (To)1 4Dk = Y ckl(0)dr; = > c(o).
k=1 k=1 ke[|1,n]],5 divise k

D’aprés la question Q26.,

Vi € [|1,n]], Z ex(o) = Z ck(T),
ke[|1,nl]],j divise k ke[|1,n]],5 divise k
donc (T,D)1,; = (I;D)1,; et T,D = T-D. Or on a montré dans la question Q16. que det(D) = 1.
En particulier, la matrice D est inversible, d’otl en composant & gauche par D! : Ainsi o et 7 ont

le méme type cyclique, ce qui entraine VI € [|1,n|], ¢;(c) = ¢;(7). Par la question Q23., les permutations o et
T sont conjuguées.

’ (Les matrices de permutation P, et P, sont semblables) < (les permutations o et 7 sont conjuguées.) ‘

I1.B - Endomorphismes de permutation.

u est un endomorphisme de permutation < 3Jo € &,,3B = (e1,...,e,) base de E, Vj € [[1,n]],u(e;) = es())
& Joe€6,,IB=(e,...,e,) base de E,

. . 1 sii=o(j),

vj € [[1,nl],ule;) = _Z;am‘@j avec a;,j = { 0 sinon.
=

& ’30’ € 6,,3B base de E, Matg(u) = P,. ‘

Soit w un endomorphisme de permutation.
11 existe une base B de E et une permutation o € &,, telles que Matg(u) = P,.
(6,,0) est un groupe de cardinal n!, donc par le théoréme de Lagrange, on a

gCard(®n) — 5™ = 1dpy -

On en déduit que
(P,)™ = Pyut = Pay, .y = In-

11
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Q30.

Q31.

Le polynome X™ — 1 annule P,, donc annule u :

| . PN . . N . . A
Or X™ — 1 est scindé a racines simples sur C et ses racines sont les racines (n!)-iémes de l'unité.

Donc ’ u est diagonalisable dans £(E). ‘

D’aprés la question Q25., la matrice P, est semblable & une matrice diagonale par blocs de la forme :

D =Diag(T'y,,...,Ty,), k<n, Viel[Lk[],6>1.

Orona:
1 sif=1,
vez1, TY(F”_{ 0 sif>2.
Donc Tr(u) € N et de plus :
k
Tr(u) = Te(Py) = Te(D) = Y Tr(Ty,) <Y 1=k<n
i=1 i=1

Ainsi | Tr(u) € [0, n]]. |

Soient A et B deux matrices diagonalisables de M,,(C).
Montrons que (A et B sont semblables) < (x4 = xB)-
On suppose que A et B sont semblables. Alors 3P € GL,(C),B = P~"1AP. D’ou

xB(X) = det(XI,—B) = det(XI,—P ' AP) = det(P~ (X1, — A)P) = det(P~") det(P) det(X I, — A) = xa(X).

Donc x4 = xB-

A1I(X1
D =
Apla,
De méme, B est semblable & D.
Par symétrie et transitivité de la relation de similitude, A et B sont semblables.
Ainsi ’ si A et B sont diagonalisables dans M, (C), alors (A et B sont semblables) < (x4 = x5)- ‘
Soit u € L(E) tel que u? = Idg.
Montrons que (u est un endomorphisme de permutation) < (Tr(u) € N).

Par la question Q29., si u est un endomorphisme de permutation, alors Tr(u) € [|0,n|] C N.

Supposons que Tr(u) € N.

Le polynéme X2 —1 = (X — 1)(X + 1) annule u et est scindé a racines simples sur C. Donc u est diagonalisable
et ses valeurs propres sont incluses dans les racines de P : Sp(u) C {1, —1}.

Le polynome caractéristique de u est de la forme

oy = dim(E;(u)) = dim(Ker(u — Idg)) > 0,
Xu(X) = (X = 1)(X +1)%%, avec { as = dim(F_1(u)) = dim(Ker(u +Idg)) > 0,
n = o1+ ao.

Il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u vaut

o (L, 0
Matg(u) = D = ( 0 _Ia2>.

Or Tr(u) = Tr(D) = a3 — ay > 0 donc ay > ao.
En permutant les éléments de la base, on obtient une matrice semblable & D, diagonale par blocs, qui contient
as blocs A :

qu—a2

12
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Rappelons que I'y = 1) . Puisque x4 (X) = X2 — 1 = x1,(X), et puisque A et I'y sont diagonalisables, elles

0

1 0

sont semblables. Donc D est semblable &

Ia17a2

sim F2

D ~
)

C’est bien une matrice de permutation. Donc u est un endomorphisme de permutation.

Finalement I’équivalence est vraie : ’ si u? = Idg, alors (u est un endomorphisme de permutation) < (Tr(u) € N). ‘

Q32. o Soit u € L(E) tel que u? = Idg.
Montrons que (u est un endomorphisme de permutation) < (Tr(u) € N).
Par la question Q29., si u est un endomorphisme de permutation, alors Tr(u) € [|0,n]] C N
Supposons que Tr(u) € N.
Le polynéme X? —1 = (X — 1)(X — j)(X — j?) annule u et est scindé & racines simples sur C. Donc u est
diagonalisable et ses valeurs propres sont incluses dans les racines de P : Sp(u) C {1,7,52%}.
Le polyndme caractéristique de u est de la forme

o = dim(E;(u)) = dim(Ker(u —Idg)) > 0,
v iy sy 2vas ay = dim(Ej(u)) = d1 (Ker(u—deE))
Xu(X) = (X = )P = J)(X = 7)™, avee az = dlm(Ejz(u) = dim(Ker(u — j%Idg)) > 0,
n = og+ay+as.
Il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u vaut
I, O 0
Matg(u) =D =1 0 jl,, 0
0 0 2,

On utilise la relation 1+ j + j2 = 0 qui donne j2 = —1 —j :
Tr(u) = Tr(D) = o + asj + azj® = ay + azj — az(1+j) = (o1 — a3) + j(az — a3) € N.
Donc as — a3 =0 et a; — ag > 0. Autrement dit, on a

En permutant les éléments de la base, on obtient une matrice semblable a D, diagonale par blocs, qui contient

g blocs A :
)] —a2
I, 0 0\ A 10 0
D=0 jI,, 0 |~ . avecA=[0 5 0
0 0 %I, ‘ ) 0 0 42
0 0 1
Rappelons que '3 = [ 1 0 0] . Puisque xa(X) = X®—1 = xp,(X), et puisque A et I'3 sont diagonalisables,
010

elles sont semblables. Donc D est semblable &

Ia17a2

sim FS

D ~
I's

C’est bien une matrice de permutation. Donc u est un endomorphisme de permutation.

’ Pour k = 3, cette équivalence est vraie.

’ Si u® = Idg, alors (u est un endomorphisme de permutation) < (Tr(u) € N).

13
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Q33. e

On suppose que n > 2. On pose A = <(Z) 0@.) et D= <61 I 0 ) € M, (C).
- n—2

On a A* = I, donc D* =1I,,.

De plus Tr(A4) =0 donc Tr(D) =Tr(A)+ (n—2)=n—2€cN.

Cependant, on a xp(X) = (X —i)(X +i)(X —1)" 2 = (X2 4+ 1)(X —1)"2,

Montrons que ce polyndéme caractéristique n’est pas de la forme donnée dans la question Q25.

Supposons par 'absurde qu’il soit de cette forme. Alors il existe £ € [|1,n|], tel que le terme (X — i) provient
de la décomposition en polynomes de degré 1 du polynéme (X¢ — 1). Puisque i* = 1, 4 divise £. Mais alors —1
est aussi racine de (X* — 1), donc de xp, ce qui est absurde.

Donc xp n’est pas de la forme donnée dans Q25.

Or si D était semblable & une matrice de permutation P,, puisqu’elles sont diagonalisables, elles auraient le
méme polyndéme caractéristique, d’aprés la question Q30.

Donc D* = I, Tr(D) € N et pourtant D n’est pas la matrice d'un endomorphisme de permutation.

’ Pour k = 4, cette équivalence est fausse. ‘

Démontrons le résultat préliminaire suivant.
n
Si (c1y...,c¢,) € N" vérifie Zﬁcz = n, alors il existe une permutation o € G,, de type cyclique ((31 e cn).
=1

On construit o en définissant o(k) pour k € [|1,n|].

*

Les ¢1 (o) premiers éléments de [|1,n|] sont les points fixes de o : Vk € [|1,c1(0)]|], 0(k) = k.

*

Les 2¢a(0) éléments suivants sont utilisés pour construire co(o) 2-cycles, de la forme (k, k + 1).

*

Les 3c3(o) éléments suivants sont utilisés pour construire c3(o) 3-cycles, de la forme (k, k + 1,k + 2).

*

Les ncy, (o) éléments suivants sont utilisés pour construire ¢, (o) n-cycles (remarque : ¢, (o) vaut 0 ou 1).

*

On définit o comme la composée de ces cycles & supports disjoints. o posséde bien ¢;(o) cycles de longueur
¢, pour tout £ € [|1,n]].

On a démontré l'existence d’une permutation de type cyclique (cl e cn).
Montrons maintenant que (u est un endomorphisme de permutation) < (u vérifie (a) et (b)).
Supposons que u est un endomorphisme de permutation.

Il existe une base B de E et une permutation o € &,, telles que Matg(u) = P,. Alors x, = Xo-
D’aprés la question Q25.,

n

Xul(X) = o (X) = [T (X = 1)),
=1

Donc la condition (a) est remplie.
On a montré & la question Q29. que v™ = Idg. Donc il existe N € N* tel que u™ = Idg et la condition (b)
est remplie.

Supposons que les conditions (a) et (b) sont remplies.
D’aprés (b), il existe N € N* tel que v = Idg. Le polynéme X — 1 annule u et est scindé & racines simples
sur C, donc u est diagonalisable.

D’aprés (a), il existe (c1,...,¢,) € N tels que  x(X) = H(Xe —1)°.

. =1
Xu est de degré n, d’ou : deg(x,) =n = Zéc@.
=1
D’aprés le résultat préliminaire, il existe o € &,, de type cyclique T, = (01 cn). D’aprés la question

Q25.,

XU(X) = H(XZ - 1)Ce = Xu(X)
=1

Soit C une base quelconque de E et A = Mate(u). u est diagonalisable donc A est diagonalisable.
XA = Xu = XP, €t les matrices A et P, sont diagonalisables.

14
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Q34.

Q35.

D’aprés la question Q30., les matrices A = Mat¢(u) et P, sont semblables. Donc 3P € GL,,(C), P~*AP = P,.
P représente la matrice de passage de la base C & une autre base B de F, donc

P, =P 'AP = P~ Mate(u)P = Matg(u).

Ainsi Matg(u) = P, et u est un endomorphisme de permutation.

Finalement,

(u est un endomorphisme de permutation) < (u vérifie (a) et (b)). ‘

Soit u € L(E). Notons (A1, ..., A,) les valeurs propres de u comptées avec multiplicité. x,, est scindé sur C donc
u est trigonalisable. Il existe une base B de E telle que la matrice de v dans B soit triangulaire supérieure, avec
les \; sur la diagonale :
A ti (A1)* *
Matg(u) =T = . VkeN, TF=
0 An 0 (An)F

D’ou

VkeN, |Tr(u*)=Tr(T") = i()\i)k.

i=1

Notons oy, le k-iéme polynéme symétrique élémentaire en les variables (A;)1<i<n :

O'k(Al,...,An): Z Ail)\iz"'Aik'

1<i1<i2<...<ix<n

Alors le polynéme caractéristique s’exprime comme :

n

Xu(X) = [T(X = 20) = X"+ 3" (- DFop(A, . ) X,
k=1

i=1
D’autre part, le polynome symétrique o (A1, ..., A,) s’exprime comme un polynoéme en les sommes de Newton
n
Sk = Tr(ub).
i=1
Soit maintenant u et v deux endomorphismes de E tels que Vk € N, Tr(u*) = Tr(v¥). Notons (A,...,A,) les
valeurs propres de u et (u1,..., ) les valeurs propres de v, comptées avec multiplicité. Alors leurs polynomes
symétriques sont égaux :
VkeN, or(A1y.- s n) = or(pir, -y fin)-

Donc leurs polyndmes caractéristiques ont les mémes coefficients, donc sont égaux :

e Soit o € G,, et P, sa matrice de permutation. On a montré dans la question Q25. que P, est semblable & une
matrice diagonale par blocs D, telle que pour £ € [|1,n|], D contient c¢(o) blocs du type I'y :

sim

P, ~ D =Diag(l'y,,...,T,), p<n, Viellp|,t>1,
Alors ‘
Vk € N, PF D" =Diag((Ty,)¥,...,(T¢,)").

Si ¢ =1, alors I'1 = (1) donc Vk € N, (I'1)* = (1) et Tr(I'1)* = 1.
Si ¢ > 2, les coefficients des matrices T'y et (I'y)* de M,(C) valent :

S 1 sii=j+1 mod (¢),
(Le)ij = 0 sinon.

1 sii=j+4+k mod (¢

kY = s
(@)% = 0 sinon.

x Si ¢ divise k, alors (T'y)* = I, donc Tr((T)*) = £.

x Si ¢ ne divise pas k, alors Tr((I'¢)¥) = 0 car il s’agit d’une matrice avec une sous-diagonale de 1 et une
sur-diagonale de 1, qui ont des coefficients diagonaux tous nuls.

15
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11 vient :

Tr(PY) = Te(D¥) = ci(0) + Y Tr((T)F)er(o) =ca(o)+ Y te(o).

eef|2nl] eel|2nl] ek

Ainsi

Vo€6,, VEeN, Te(PH)= Y lefo)
Le(|1,n]],0|k

e Soit maintenant u un endomorphisme diagonalisable de E.

) Supposons que u est un endomorphisme de permutation. Il existe une base B de E et une permutation
o € G, telles que Matg(u) = P,. D’aprés ce qui précéde,

VEEN, Te(w)=Te(PH)= > leo).
Le[|1,n|],0|k

Donc il existe bien des entiers naturels (¢;)1<¢<p tels que  Vk € N, Tr(u®) = Z leyp.
L€[|1,n]], 01k
° Supposons qu’il existe des entiers naturels (c¢)i1<e<n tels que

VkeN, Tr(u*)= Z Leg.
Le(|1,n]],4|k

En particulier, pour k£ = 0, il vient :

Tr(u®) = Tr(Idg) = n = Z ley = ZECZ.
=1

Le(|1,n|],£]0

n
D’aprés le résultat préliminaire démontré dans la question Q33., puisque ZZQ = n, il existe 0 € G,, de type
=1
cyclique T, = (01 cn). Alors

VEeN, Tr(u*)= Z leg = Tr(PF).
Le[|1,n]], 0k

D’aprés la question Q34., on en déduit que u et P, ont méme polynéme caractéristique, d’ou :

Xu(X) = xo(X) = [T(X* = 1)
=1

Soit C une base quelconque de E et A = Mate(u). u est diagonalisable donc A est diagonalisable.

XA = Xu = XP, €t les matrices A et P, sont diagonalisables.

D’aprés la question Q30., les matrices A = Mat¢(u) et P, sont semblables. Donc 3P € GL,,(C), P"*AP = P,.
P représente la matrice de passage de la base C 4 une autre base B de E, donc

P, = P7'AP = P~ Matc¢(u) P = Matg(u).

Ainsi Matpg(u) = P, et u est un endomorphisme de permutation.

Finalement, | u est un endomorphisme de permutation si et seulement si il existe (c1,...,¢,) € N" tels que :

VkeN, Tr(u*)= Z Ley.
Le(|1,n]],0|k

16
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IIT Valeurs propres de la matrice de Redheffer.

Q36. La matrice A,, est triangulaire supérieure, donc son déterminant vaut :

p(l) w2) ... p(n)
0 1 0 0
A, = Lo T det(Ay) = (1) = 1.
) 0
0 0 1
La matrice H,, est de la forme :
1
11 1 1 1
1
H,=|. = 0 67,\]
1 hij = 04 .
1 T
1 0 0 1

Soit (i, j) € [|1,n|]?. Calculons (Cp);; = (AnHp)ij = E a; xhy ;. On distingue quatre cas :
k=1
e Sii=j=1:

)11 = Zm s = S ) x 1= 37 k) = M) [(Ca)11 = M(n). |

k=1 k=1

e Sii>letj=1:

n
(Cn)in = Zai,khk,l =a;;x1=1 |[(Cp)i1=1.
k=1

e Sii>letj>1:

(Cn)ij = Zai,khk;j = aiihij = hij. | (Cn)ij = hiyj.

e Sii=1etj>1 (cas oublié¢ dans I’énoncé) :

V1= avkhry =Y pk)hey =Y p(k) = (px1)(j) =0car j # 1. |(Cn)1; =0.
k=1 k=1

k|j

Donc les coefficients de C,, sont égaux aux coeflicients de H,,, sauf ceux de la premiére ligne :

Mm) 0 ... ... 0
M(n) 0 0 1 1
1 . .
: hi7j_5i|j . : .. -
1 : : . .
1 0 ... 0 1

On calcule le déterminant de C,, en développant suivant la premiére ligne. La sous-matrice carrée ((Cy)i;)2<i j<n
est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, donc de déterminant égal a 1, d’ou : det(C,,) = M (n).
Puisque det(A4,,) = 1, on obtient :

det(C,) = M(n) = det(A, H,) = det(A,) det(H,,) = det(H,,).

Donc ’ det(H,) = M(n). ‘
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Q37. La matrice B, (\) est triangulaire supérieure, donc son déterminant vaut :

b(1) b(2) ... b(n)
0 1 0 0

Ba(N) = det(B,(A) = b(1) = 1
S
0 0 1

Soit (i, ) € [|1,n|]?. Calculons (B, (\)Hy)i; = Zbi,khk,j- On distingue trois cas :
k=1
e Sii>1 et j est quelconque :

(Brn(NHy)ij = Zbi,khk,j =b;ihi; = hij. ’ (Br(M)Hy)i,j = hij. ‘
=1

e Sii=j=1:

n

(Ba(MNHyp)11 = ibmhm = ib(k) x1=> b(k)=1+ ib(k)' (Bu(M)Hp)11 =1+ b(k).
k=1 k=1 k=2

k=1

n

k=2

e Sii=1letj>1:

(Bp(N\)Hp)1,; = Zbl,k.hk,j => b(k)hi; =Y b(k) =b(j)+ > b(k)=b(j)+ (A = 1)b(j) = Ab(j).
k=1 k=1

klj kg, k#j

[(Bu(\)H,)1; = Ab()). |

On obtient N
1+ b(k) Ab(2) ... ... Ab(n)
k=2
1 1
B,(\H, =
(A) 0 5,
1 0 ... 0 1
Donc .
A=1=> "b(k) 0
k=2
—1 A—1
B,(\)(AL, — H,) = AB,,(\) — Bp(\)H,, =
0 —0i);
-1 0 0

On calcule ce déterminant en développant suivant la premiére ligne.
Puisque det(B,(\)) = 1, on obtient :

n

det(B,(\) (M, — Hy)) = det(B,(\) det(A,, — Hy) = xn(A) = (A — 17~ <)\ 1 Zb(k)) .
k=2

Finalement,

) = (= 1" = (A= 1)1 Y " b(k).
k=2

18
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Q3s.

Q39.

Q40.

Onaf=(1+w)d—wldoncfxb=(14+w)(d+*b)—w(lxb).Or:

0xb = b.
Sin=1: (1xb)(1) = Y b(d)=b(1)=1
d|1
Sin>2: (1xb)(n) = (bx1)(n)=>» b(d) =b(m)+ > b(k)=b(n)+(\-1)b(n)=Ab(n).
dln k|n,k#n
Sin=1:
f+xb(l)=(1+w)(d*b)(1) —w(dlxb)(1) = (1+w)b(l) —w=1.
Sin>2:

fxb(n)=(14+w)(d*b)(n) —wl*b)(n) =(1+w)b(n) —wAb(n) = (1+w(l — A))b(n) =0.

Done [Frb=4]

Pour k € N*¥|
f(k) 1 5(k) 1 1
=—((1 —wl(k)) = (1 —w— = (1 —w—.
= (o) —wi () = (14 w) 2w = (1 w)d(k) — w
" (k) . S . 1 . :
La série Z e converge absolument si et seulement si la série de Riemann Z e converge, si et seulement si
k>1 E>1

s > 1. On en déduit que l'abscisse de convergence | A.(f) = 1. | De plus,

+00 too
Vs> 1, Zf,i]:):“*w)*wz% Done [ Le(s) = (1 +w) — wLy(s). |
k=1 k=1

e Pour m > 2, Di(m) est le nombre de maniéres de décomposer I’entier m en un produit de k facteurs supérieurs
ou égaux a 2, ou l'ordre des facteurs compte.

Remarquons que Vm > 2,| D1(m) = 1| car m est la seule écriture de m en produit d’un seul terme.

Supposons qu’il existe au moins une maniére de décomposer m en un produit de k facteurs my,...,my > 2.

Alors
k

m:HmZ—ZHQ:Qk.

i=1 i=1

On vient de montrer que Dy(m) # 0 = m > 2¥. Par contraposée, 2% > m = Dj(m) = 0. Or

1
2% > m o kln(2) > In(m) & k > 11;((7;)) = logy(m) < k > |logy(m)).
Ainsi :
¥m>2,vk>2, |k> [logy(m)| = Dy(m)=0.]
+o0 [logy (m)]
Par abus de notation, on notera parfois Z arDy(m) = Z a Dy (m) mais il s’agira toujours d’une somme
k=2 k=2

finie, donc convergente.
e On admet que les fonctions f et b sont multiplicatives.
e On afxb=39. De plus A.(f) = 1. D’aprés la question Q19., on a

Vs > max(A.(f), Ac(b)) = max(1, Ac(b)), L¢(s)Lb(s) = Lewn(s) = Ls(s) =

On fixe s > max(1, A.(b)).

—
+
8

o

(m

mS

+oo
) =1+ Z m™*b(m).
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[logy(m)]
e Montrons par récurrence forte sur m > 2 que b(m) = Z w” Dy, (m).
=1

k=
Initialisation. Pour m = 2, on a b(2) = wb(1) = w et D1(2) = 1 donc le résultat est vrai.
Hérédité. Supposons le résultat vrai pour tout d € [|2,m — 1|] et montrons-le pour m. Par définition de b,
puis par hypothése de récurrence appliquée aux diviseurs de m différents de m, sauf & d = 1 que I'on isole :

b(m) = w Y b(d)
d|lm,d#m
[logy(d)]
= w|bl)+ Y > whDy(d)
d|m,d#m,d#1 k=1
[log, (m)]
= wHw Z Z w* Dy(d)
d|m,d#m,d#1 k=1
[logs ()]

= wHw Z Z w® Dy (d)

= w+ wh Z Dy (d)
k=1 d|m,d#m,d#1

car pour d < m, on a |log,(d)] < [logy(m)] et les termes Dy(d) pour k trop grand sont nuls.
Soit d # m un diviseur de m. Soit d = f; ... fr une décomposition de d en k facteurs fi,..., fr > 2. Alors

m m
m=d—==fi.. fiz

m
est une décomposition de m en k + 1 facteurs. On a de plus q > 2 puisque d # m. Toute décomposition de m

en k + 1 facteurs est de ce type. On en déduit que

Dipi(m)= > Di(d),

d|lm,d#m,d#1
D’ou
[logy (m)] 1+|log,(m)]
bm) = w+ >  w'Din(m) = wDim)+ Y wFDy(m)
k=1 k=2
[logz(m)] [logz(m)]
= wDi(m)+ Z w*Dy(m) = Z w”® Dy, (m).
k=2 k=1

Ceci termine la récurrence. On a montré que

[logs (m) ]
Ym >2, b(m)= Z w” Dy, (m).
k=1

e On conclut immédiatement que

+o0 +o0 [logy(m) ]
1 —s —s
Vs > max(1, A:(b)), ) =1+ E m~*b(m) =1+ E m E w” Dy, (m).
m=2 m=2 k=1

Q41. On utilise le résultat intermédiaire que 'on a démontré dans la question Q40. :

[logy (m)]
Ym >2, b(m)= Z w” Dy, (m).
k=1

20
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n

On pose Sk(n) = Y Di(m). Puisque j < n, on a [logy(j)] < [logy(n)].

m=2
n n [logy(4)] n  [logy(n)]
dYob() = Y. > WD) = > D w'Di(j)
=2 j=2 k=1 j=2 k=1
[logy(n)] n [log, ()]

= > > wkDy() > wh [ D Di(h)
k=1 j=2 k=1 j=2

[log, ()] [logs ()]

= Z w* Sy (n) Z (A =1)"%Sk(n).

k=1 k=1

En remplacant dans ’expression obtenue en Q37., il vient :

[loga(n)]

Xn(N)=A=1"=A=D)"" > (A=1)"FSk(n).

k=1
Finalement,
[logz(n)]
XaN)=A=1"= > A=1)""F 1S (n).
k=1
Q42. Par la question Q42., on a :
[logy (n)]
Xa(N) = A=D"= Y A-1"F5(n)
k=1

[log(n)]
(A — 1) Hogam)] =1 f(\ _ )lloga(m)]+1 _ Z (A — 1)Llos2(m]=k g, ()
k=1

=Q()

(A — l)nftlogz(n)Jle(/\).

Or .

Q(l) =0- Sl_logQ(n)j (n) = - Z D\_logQ(n)J (m) 7£ 0.
m=2

Donc 1 est racine de x,,, de multiplicité n — [logy(n)] — 1. Or y,, est le polyndéme caractéristique de la matrice

H,,. Ainsi |1 est valeur propre de H,, de multiplicité n — |logy(n)] — 1. ‘
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