Centrale MP Un corrigé de Mathématiques 2 2019

On remarque que toutes les variables aléatoires prennent un nombre fini de valeurs. Il n’y a donc pas de probléme
d’existence pour les espérances. Je n’évoquerai donc plus cela.

I. Fonction caractéristique

i€k 0n o (1)) 2 o (5)) 5 o (1)

: i Ek ) . t .
La variable aléatoire cos <t2—k> est constante égale a cos oF ) car cos est paire.

Selon la formule de transfert, on a :

2k

donc 3 (oxp (it5£)) = 3 (cos (155)) + 2 (sn (155)) = = (cos (5 ) ) 01 = cos ()

n

, it
On a eXn = H exp (12?) or selon le lemme des coalitions, les variables aléatoires exp (it%) (k € [1,n])

k=1
sont mutuellement indépendantes.

E(Sm( 2k>> _Sm<2tk> P (e, = 1)+Sln<_t> P (e, = —1) = - <2tk> o <2tk> =0

Ainsi ®x ( H E (exp (1t—>) d’aprés le résultat admis par I’énoncé.

n
t
On peut alors conclure que | ®x,, (t) = H cos <2k)
k=1

sin(t)
2P

2. On montre par récurrence sur p € N que : Vu € R, sin Zi H cos ( > =

Initialisation : Pour p = 0, le produit vaut 1 et 2° = 1 donc on a bien 1’égalité voulue car sin(t) = sin(t)

Hérédité : Soit p € N. On suppose que la propriété au rang p.

. Cu NGy u . ()2 w/2 u
Soit u € R. On a sin <ﬁ) kl;Ilcos <2—k> = | sin <2p> kl;[lcos <2k> cos <§>

Ainsi avec I’hypotheése de récurrence, on a

+1 o U 2 i U ) u
oty m(G) gy 2 (5)0(5) s
Sm(sz kHlCOb(zk) T (5)‘ or 1 ~ ot
Ce qui prouve ’hérédité.
Conclusion : O 6 par ré :Wp €N, Vu € R, sin () _ sin(t)
onclusion : On a montré par récurrence : Vp € N, Vu € R, sin (& Hcos Qk =~
) t sin(t)
On peut conclure que |sin <2n> Ox, (1) = on

3. Soit t € R.
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. . t t
Premier cas : sit #0: Quand n — 400, on a on — 0 et pour n assez grand, on a 0 < '271’ <

t t
donc sin <2n> ~ on ainsi pour n assez grand, sin ( ) #0

sin(t)

t
donc ®x, () = 7\ et 2" sin <2n> ~t
2" sin ()
27’L

d’ou 2" sin (t

2n) — t puis ®x, (t) — sinc(t)

g 0
Deuxiéme cas : sit=0: Ona ®x, (0) = H cos <2k) =1—— 1=sinc(0)

n—-+o0o

On peut conclure que ’1& suite de fonctions (®x, )n>1 converge simplement sur R vers sinc‘

4. sinc est continue sur 'ouvert R* par produit des fonctions continues sin et inverse

sin(t) b ]
t t

donc ];in% sinc(f) = 1 = sinc(0) donc sinc est continue en 0
—

Quand t — 0, on a sinc(t) =

Ainsi ’sinc limite simple sur R de la suite (®x,) est continue sur R

5. Lemme Soit X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes réelles sur le méme espace probabilisé (2, A, P)
telles que X ~ =X et Y ~ =Y.
On note S=X4+Y. On a alors S ~ —S.

Soit 0 € R. On a

s=0)= U ((X:w)ﬂ(Y:a—x))
zeX(Q)
Comme il s’agit d’une réunion disjointe dénombrable et par indépendance des variables aléatoires :

Z ]P’( ﬂ( —a—m> Z P(X Y=0-2)

zeX(Q) zeX(Q)

Je note I = X(2) N (—X)(2) de sorte que :
VeeR, ze€l<= —zeletVe e X(Q\I[, P X=2)=0=PX = —x)

car X ~ —X et on a ainsi
=) PX=2)P(Y=0—1)
z€l

=Y PX=2)P(Y=-0-2)=» PX=-2)P(Y=0+=z)

z€l zel
car Y ~ —Y.
Comme il s’agit d’une famille sommable, et que 'application ¢ — —t est bijective de I vers I, on a :

=Y PX=2P(Y=0-2)=P(S=0)

z’€l

Ce qui prouve que S ~ —S
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La preuve On procéde par récurrence.

Pour l'initialisation, on remarque X; = £1/2 a méme loi que —X; = —¢1/2.

En+

En4+1 1
nt gnt1 provenant

2n+1

Pour I’hérédité, on utilise le lemme pour X, 11 = X, + I'indépendance de X,, et de

du lemme des coalitions.

Ainsi on peut conclure que ’Xn et —X,, ont méme loi pour tout n € N*
6. Soit n € N*. Soit ¢t € R.
On a ®x, (t) = E (exp (itX,,)) = E (cos (tX,,)) + iE (sin (X))
or X,, ~ —X,, donc E (sin (tX,,)) = E (sin (—tX,,)) = —E (sin (tX,,))
donc E (sin (tX,,)) = 0 et ®x,, (t) = E (cos (tX,,)) = pn(t) ainsi ¢, = $x,,.

En utilisant 3, on conclut que ’1& suite de fonctions (¢y,)n,>1 converge simplement vers sinc sur R‘

7. Par l’absurde, on suppose que la suite de fonctions (¢,)n>1 converge-t-elle uniformément sur R.
Alors la suite de fonctions (¢, ),>1 converge uniformément sur R vers sa limite simple qui est sinc.
A partir d’un certain rang ng, on a pour n > ng la fonction ¢, — sinc est bornée. et en notant || - || la norme
infine sur R on a

llpn — sin¢|loc —— 0
n——+00

On peut également remarquer que les fonctions @, et sinc sont bornées sur R.
On considére la suite définie par u, = 2" !x.

n
On a ¢ (un) = ®x, (un) = | ] cos (2"‘k27r> =1 et |sinc(uy)| =
k=1
quand n — 400, on a u, — 400 donc sinc(uy,) — 0 d’our

sin (uy,)

Un,
|on (uy) — sinc(uy,)| m 1

or on a |, (uy) — sinc(uy,)| < ||@n — sinc|so
donc par passage a la limite, on a 1 < 0 ce qui est absurde

ainsi ’La suite de fonctions (¢,)n>1 ne converge pas uniformément sur R

I1. Ecriture binaire

8. Soit * = (;)je [1,,] €{0,1}". On aVj € [1,n], n—jeN.

Comme N est stable par I’addition, la multiplication et Pexponentiation, alors Y x;2"7 € N (i)
j=1

puis comme Vj € [1,n], 2; <1et 27 >0,0na:

- n—j S n—j n— 1_(1/2)n __9n ny _ on . .
;1%2 <;12 <2 1m_2 (1—(1/2") =2"—1 (i)

On a reconnu une somme géomeétrique de raison 1/2 € [0, 1]
n

Ainsi avec (i) et (i), on a > ;279 € [0,2" — 1]
j=1

Ainsi ’<I>n est bien déﬁnie‘
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9.

10.

Il est clair que |Im(®,,) = A,, | En revanche la notation Im me semble réservée pour les morphismes en algébre.
j’écrirais plutot : &, ({0,1}) = A,

Récurrence forte et finie On montre par récurrence finie sur k € [0,2" — 1] que k € Im (®,,)

n
Initilisation : On a 0 = Z 0x 277 = @n(ﬁn) ou 0,, est la suite finie nulle.

i=1
Ainsi 0 € Im(®,,) ce qui est l'initialisation.

Hérédite :  Soit k € [1,2" — 1]. On suppose que Vp € [0,k — 1], p € Im(P,,). Montrons k € Im(®,,).

La division euclidienne de k par 2 nous fournit ¢ € Z et r € {0,1} tels que k =2¢ +r
On remarque que 0 < ¢ < k/2 < k car k € N* et donc ¢q € [0,k — 1]

n
Ceci nous fournit (y;);ef1,n) € {0,1}" tel que ¢ = Z y; 2"
j=1
Deplus g < k/2< 2"t —1/2< 2" doncy; =0
Je définis alors (;)jef1,n] € {0,1}" par z, = r et Vj € [1,n — 1], 2; = y;41, de sorte que :

n n—1 n n n
Zxﬂ”’j = ZyjHZ”*j + 1,20 = Zyﬂ”ﬂ*l +r= Zyﬂ"*jﬂ +r=2 Zyﬂ"*j +r=2q+r
j=1 j=1 i=2 j=1 j=1

Ainsi k = @, () je1,n7) € Im (n)

Conclusion : On a bien montré par récurrence que ’Vk € [0,2" — 1], k € Im(®,,) ‘

11.

12.

Récurrence finie avec un successeur Pour cette récurrence, 'initialisation est la méme mais I'hérédité est
n

plus laborieuse car on passe de k & k+1. Il faut donc avec I’écriture binaire de k = Z yj2”_j € [0,2" — 2]
7j=1
prouver l'existence de jo maximum des j tel que y; =0

On pose alors 5, = 1 et pour j < jo, z; = 0 et pour j > jo, T; = y;.

n
Puis on prouve que k + 1 = Z xj2"_j (facile mais pas drole)
j=1
Récurrence infinie avec un successeur
On prouve par récurrence sur n € N* que Vk € [0,2" — 1], k € Im(®y,).
L’initialisation se fait sans probléme pour n = 1 (fonction identité).
Pour I'hérédité, on suppose vrai la propriété pour n et on prend k € [0,2" 1 —1].
Si k < 2" — 1, on utilise I'hypothése de récurrence avec k puis on décale les indices et on rajoute x; = 0.
Si k> 2" —1, on utilise 'hypothése avec k — 2™ puis on décale les indices et on rajoute x; = 1.
On montre en 8 que application ®,, : {0,1}"™ — [0,2™ — 1] est bien définie puis qu’elle est surjective en 10
de plus, on a [{0,1}"] = 2" = |[0,2" — 1]|. Ainsi ’CI)n est bijective‘

n
Yi

2
j=1

Soit n € N*. Soit k € Dy,. On peut alors trouver (y;);efi,n] € {0,1}" tel que k =

On définit alors (25) jen+1] € {0, 1} par z,41 = 0 et Vj € [1,n], z; = y;.
n ) n+1 2
de sorte que k = y—J+O:Z—7€Dn+1

L~ 2] — 27
j=1 Jj=1

On vient de montrer que D,, C D41 et donc ’1& suite (Dy,)n>1 est croissante au sens de I’inclusion‘
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Soit k € D. Ceci nous fournit n € N* tel que k € D, puis (7;)je1,n] € 10, 1}" tel que k = Z
i=1
1 11—(1/2)"
k< =2 (12
~ o T2 112 (1/2)

d’ou 0 < k < 1. On a bien vérifiée que |D C [0, 1]

Soit (z,n) € R x N. On a |2"z| < 2"x < |2"z] + 1 par définition de la partie entiére.

Comme en 8, on a 0 <

1
Par division par 2" > 0, on obtient | m,(z) < z < mp(x) + on

Soit € [0,1] et k € N. On a par définition des 7; et puis par télescopage :

_7TJ 1(z))

= mi(z) — mo()

||M»

d;(z)
9J

k
Or mo(x) = L =|z]=0car 0 <z < 1. Dou|mg(z) = Z
j=1

En posant A = 27z, on a dj(z) = [2A| —2|A| € Z.
Ona|A|<A<|A]+1donc2[A] <2A<2[A]+2

d’ou 2|A] < [2A] <2|A] +2 et donc 0 < dj(z) < 2 ainsi |dj(x) € {0,1}
= : On suppose que z € D,,.

n
On peut alors écrire 2"z = Zxﬂ”_j avec () eq,n) € {0,1}"
j=1
Ainsi 2"z = ®,, ((2))eq1,n)) € [0,2" —1] (vu en 8)
< : On suppose que 2"z € [0,2" — 1]
Comme &, : {0,1}" — [0,2" — 1] est une bijection d’aprés 11 (ou 10)

cela nous fournit () jeq1,n € {0, 1}" tel que 2"z = &y, () jeqi,n]) Zx]

On a bien I'équivalence ’:15 €D, < 2"z e[0,2" —1] ‘

L’application ¥,, : {0,1}" — D,, est bien définie est surjective par définition de D,,

k t
D’aprés 16, D,, = {211 |k € [0,2" — 1] } et Papplication t € R — g € R est bijective

Ainsi [Dy,| = 2" = [{0,1}"| et I'application | ¥,, est bien bijective |

Soit i € N*. On a d;(z) = |2'z| — 2|2 'z| (comme en 15).
N

On pose pour j > n+ 1, z; =0 de sorte que z = )| ;—j pour tout entier N > n
j=1

n

‘ D iy L 2, "L 2 g
On a 2z = Z - Z A Z Z°J en prenant comme convention Z J —0sii>n

— 2 2] L 2
]:1 _]:1 1= Z+1 .7 =i+1

n : A
2%] 28 1—(1/2)" i
Sin>i+1,onal< Z < Z = 5 — (19 =1—-(1/2)" "< 1
Jj=i+1 j= z+1

27

Li
27"
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ITI.

19.

20.

n

. 2m] imj

dans tous les cas, on a : E 2—36 [0,1] etE E 2"z; €N
j=i+1

d’ou 2Z ZQZ ]QJ et de méme 2’ Ly ZQZ 1= Jac

7j=1
i i—1
donc d;(x) ZZZ_ij - Z?Z_]x] =2x; = x;
Jj=1 Jj=1

k k
d;
Soit k € N. On a : m(z) = E ](x) = g :;j d’apres 14 car z € D,, C [0,1]

j=1 j=1

min(n,
Comme pour j > n + 1, on a z; = 0, on peut conclure que Z Q—J

Développement dyadique, loi de composition

Soit n € N*. Comme les Uy, sont presque siirement a valeurs dans {0, 1},
alors Y, est sirement & valeurs dans D,, or D,, C [0, 1]
ainsi (Y, € [0,1]) = Q et donc ’P(Yn €[0,1]) = 1‘

Lemme : Soit n € N*. On va montrer que pour tout (z;)1<j<n+1 €t (Y;)1<j<nt1 € {0,111 on a Iéquiva-
lence :

1 =u
N Ti)i<q <v i ; — |z < ou
n+1 (( J)1<]<n+1) n+1 ((y])1<J<n+1) ( 1 Y1 { v, ((xj+1)1<j<n) <0, ((yj+1)1§j§n) )

On va faire cette preuve par disjonctions (exhaustives) de cas.

Premier cas si x1 <y; : Alorson a xz; =0 et y; = 1 Ainsi

Vit (1csnes) s (7 )1csenss) = ;{ Uity ;-:; — i = /2 >0
done Wp 1 ((y5)1<j<nr1) > Yot ((25)1<5<n+1)
Deuxiéme cas si 21 = y1 et ¥y, ((z541)1<j<n) < Un (Yj41)1<j<n) + Alors
n+1 n+1
Uit (W) 1jent1) = Unir (@)1<jcnis) = D g*j = % = W ((yj+1)1<5<n) — ¥n ((Tj41)155<0) 20
Jj=2 Jj=2

donc Wy i1 ((Y5)1<i<nt1) = Yot ((75)1<<n+1)

Troisiéme cas si £1 > y; : & l'aide du premier cas, on a : Uy i1 ((y5)1<i<nt1) < Yng1 ((5)1<j<nt1)

Quatrieme cas si 21 = y1 et ¥y, ((zj41)1<5<n) > Yn (Yj41)1<i<n

) :
a l'aide du deuxiéme cas, on a W1 ((y5)1<j<n+1) < Ynt1 () 1<<ns1)
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21.

Propriété : On va montrer par récurrence sur n € N* que : pour tout choix de la suite (U,) de variables

aléatoires mutuellement indépendantes suivant une loi de Bernoulli de paramétre 1/2, en posant Y,, et F,
comme ci-dessus on a : Vo € Dy, Fp(z) = 2 + 5=

Initialisation : Pour n=1,0naY; ="U;/2et D; ={0,1/2}

1
OnaF1<0):P<U1/2< ) (U1—0 —1/2—0+21

et F1(1/2) =P (U1/2<1/2) =P(U; < 1) =1 = 1/2+2i1

. 1
On a bien pour n =1:Vx € D, Fy,(z )—x+2—n

Hérédité : Soit n € N* tel que la propriété soit vraie au rang n.

n+1
Soit & € Dy41. On peut écrire z = g 2—; avec (7)) <jcpyq € {0,137
i=1

Ainsi d’aprés le lemme de comparaison :

n+1 n+1

(Y41 <z) = Ul—xlyzm Z% U(U1<$1)
=2

Par réunion disjointe puis par indépendance avec le lemme des coalitions, on a :

n+1 n+1
U. .
P(Yn1 <2)=PUr=2)P > F <> 2| +P (U <)

2 27
j=2 j=2
n+1 T n T n x n+1 n+1 n U
;L Tj k+1 j+1 _ j+1 /
Jenotex—2z2j—222k+l— o7 €D, et ona 22] Z Z 5 <z
Jj=2 k=1 j=1 =1
On a P(U; = x1) = 1/2 et on peut appliquer I’hypothése a la sulte (Uk+1)k>1. Ainsi :
n+1 n+1 T n U 1
/A J+l rl o N .
Z % z; 5 | = P z:l o Lz | =2+ om par hypothése de récurrence
— =
Sizy =0,onaP (U <z1)=0etsixz; =1,0onalP(U; <x1)=1/2. Dans tous les cas P (U; < 1) = %
1 1 n+1 1
Ainsi P(Yn41 <) = B <x’ + 2n> =5+ Z 2n+1 =T+ on+1
Ce qu’il fallait démontrer
1
Conclusion : On a bien montré par récurrence que |Vn € N*, Vo € D,,, Fp(z) =z + o

Soit n € N* et x € D,,.
Sixz=0,o0naG,0)=P(Y, <0)=0car (Y, €[0,1]) est presque sir.

1 1
Sixz #£0, alors : Vy € Dy, y<x<:>y<x—2—netx—Q—neDnenutﬂisant16

Ainsi (Y, < x) = (Y <z — 21n>

donCGn(x):IP’(Yn<x):IP’<Yn§x—1) :Fn(ac—> =r—— 4+ —

2n
Dans tous les cas, on a W
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22. Soit n € N*. Soit x € D,,. On a (Y, = z) (Y < z) = (Y, < z) (réunion disjointe) donc
1 1
P(Y,=2)=P(Y, <xz)—P(Y, <z)=F,(2) - Gy(x) = on = D,
n
Ainsi | pour tout entier naturel non nul n,Y,, suit une loi uniforme sur D,, ‘
23. Remarque : il est sans doute possible de faire une preuve moins formalisée.
n
d
En utilisant 14 et regardant la preuve de 18, on voit que VY € D,,, x = m,(z) = I;<:)
k=1
Vv
. k
Je pose alors Vi, = dj, (X,,) et on a bien X,, = ; o
On remarque que Vo € D,,, ¥, 1(x) = (d1(),...dn(x)) ainsi je note W = U1 (X,,) = (Vy,...,V,).
Comme X,, suit une loi uniforme sur D,, et que ¥,, : {0,1}"* — D,, bijective
alors W suit une loi uniforme sur {0, 1}"
Soit j € [1,n]. V; est alors presque sirement a valeurs dans {0, 1}.
Soit € € {0,1}. On a
H{(v1,...vn) €{0,1}" Jvj=¢}] 27t 1
P(V;=¢)=P(W e {(v1,...v,) € {0,1}" |v; =¢}) = 0, 11| = =3
Ainsi V; ~ B(1/2)
En faisant de méme avec (e1,...,&,) € {0,1}", on a
~ {(e en)fl 1
1,--5€n
P Vi=¢5) ] = =5,
(Q( J 5J)> |{0’1}n‘ mn
n n
donc P (ﬂ (V= €j)> = HP(Vj = €5);
i=1 j=1
ce qui prouve I'indépendance mutuelle des variables aléatoires Vi,...,V,
Il existe bien des variables aléatoires V1, ..., V,, mutuellement indépendantes, suivant
n
\Y
chacune une loi de Bernoulli de paramétre 1/2, et telles que X,, = Z 2—:
k=1

IV.

24.

25.

Développement dyadique, étude asymptotique
Soit n € N*. On a Y,, < Y41 done (Ypq1 <) C (Y, < z) ainsi

Frii(x) =P(Ypy1 <2) <P (Y, <z)=Fy(x)

ainsi lles suites (Fp(z))n>1 et (Gp(x))n>1 sont décroissantes‘ (analogue pour (G, (z)))

Soit x € R. les suites (Fy,(x))n>1 et (Gn(z))n>1 sont décroissantes et minorées par 0
Elles sont donc convergentes.

On en déduit ’1& convergence simple des suites de fonctions (Fp,)n>1 et (Gp)n>1 sur R‘
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26.

27.

28.

29.

Soit x € D. Cela nous fournit N € N tel que z € Dy.

D’aprés 11., on a alors Vn > N, x € D,,.

Ainsi d’aprés les questions 20 et 21, ona : Vn > N, Fp(z) =2+ 1/2" et G, (2) =2

et donc nllgloo Fpo(z) =z et nEToo Gn(z) ==

De plus d’aprés 18, les événements (Y, < 1) et (Y, < 1) sont presque sirs

Ainsi Fp(1) = P(Yo < 1) =1=Gp(1) =P (Y, < 1) donc lim Fo(1)=1 et lim Gp(1)=1
n—+o00 n—+o00

On a montré |Vz € DU {1}, Er}rl Fp(z)=x et EIE Gp(z) =2
n o n oo

Je note F (respectivement G) les limites simples de (F,,) et de (Gy,) sur R
Soit < y dans [0,1]. On a Fy,(z) =P (Y, < z) < P(Y, <y) =F,(y) pour tout n > 1
Par passage a la limite, on a F(z) < F(y) ainsi F est croissante sur [0, 1].

On suppose que = # 1.

Soit n € N*. On a alors 7, (z) < z < m,(x) + zin d’apres 13
De plus m,(z) € D,, C D d’apres 15 et 14

de plus avec 16, on a m,(x) + L eD,U {1} c DU {1}

27’L
1 1
d’apres la question précédente, on a donc F (7, (x)) = 7y (x) et F <7rn(:v) + 2n> = () + on
. . 1
En utilisant la croissance de F on a m,(z) < F(z) < mp(z) + on
1 1 2
Donc |7y (z) — z| < o0 et |mp(z) — F(z)| < o0 donc |F(z) — z| < on
2
Comme — ——— 0, on conclut que F(z) = x et pour G(z) = = c’est analogue.
2" n—+o00

On a montré |Vz € [0, 1], EIE Fpo(z) =2 et ll}l_il_l Gp(z) =2

On considére un intervalle non vide I C [0, 1]. Je note a = infI et b = supl.
On commence par un premier cas : [ = [a,b] C [0, 1]. Soit n € N*.
Ona (Y,€l)=(Y,<b)\ (Y, <a). Comme (Y, <a)C(Y,<b),ona

P(Y, €I)=P(Y, <b) —P(Y, <a)=F,b) — Gu(a)

Par passage a la limite, on a: lim P(Y, €I)=F() — G(a) =b—a=supl —infl

n—-+4oo
De méme on trouve

P (Y, €la,b]) = G,(b) —Fp(a); P(Y, € [a,b]) = Gn(b) — Gp(a) et P(Y,, €]a,b]) = F,(b) — Fy(a)
Dans tous les cas on conclut que | lim P(Y, € I) = ¢(I) avec ¢(I) =supl—infl

n—-+00

Sans le "En déduire" :

2" —1
1 k
En utilisant la formule de transfert on a E(f(Y,)) = Z fyP(Y, =y) = o Z f <2n>
y€Dy, k=0
En utilisant les sommes de Riemann (méthode des rectangles & gauche) avec la fonction continue f sur le
segment [0,1], on a

1=k 1
Nkz_of(N> ==/
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Comme toute suites extraites d’une suite convergente, convergent vers la méme limite,

ona:|E(f(Yn)) —— / f

Avec le "En déduire" : Pour tout intervalle I de [0,1], on a

1
E(11(Yn)) = P(Y, € I) —— ((I) = /0 1L

n—-+00

Pour ¢ fonction en escaliers sur [0, 1] & valeurs dans R,
N

on peut écrire g = Zakllk ou N € N| les I, sont des intervalles de [0,1] et les a € R
k= 1

1 N 1
Comme E (g ZakE 15, (Yn)) et/ g:Zak/ 15,
0 —1 0
1

Par linéarité, des limites des suites, de 'espérance et des intégrales, on a : E (¢(Y,)) —+> g.
n——+0o0
0

Soit f maintenant f continue de [0, 1] dans R.

Soit € > 0.
Selon les théorémes d’approximation uniforme du cours, on peut trouver g en escalier sur [0, 1] tels que
|f — glloo < €/3 01 || - ||oo est la norme infinie prise sur les fonctions bornées a valeurs réelles sur [0, 1].

1

D’apreés ce qui précede E (g(Y,)) T> g
n—-+00 0

ce qui nous fournit N € N*, tel que Vn > N,

E(goz»>—1419\<s/&

Soit n > N
On a If 9(Yn)| < /3 donc |[E(f(Yn)) — E (9(Yn))| = [E(f(Yn) — 9(Yn))| <e/3.

1
\</Wf—m<uf—mm<smdmc
0

[ 1=

IMﬂnnifﬂ<muww—Ewwm+@@wm—AEh

On vient de montrer que :

1
Ve > 0, AN € N*,Vn € N*, n}N:’E(f(Yn))—/ f‘<5
0

1
Ainsi pour toute fonction f continue de [0,1] dans R, |la suite (E(f(Yy)))n>1 converge vers / f
0

30. Soit t € R. On considére (X,,),, et (ex); définies comme en I.

1+¢ . . L .
On pose pour k > 1, Uy = Tk de sorte que (Uyg) est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant

n
U
toutes la loi B(1/2). On pose Y,, = Z 2—: pour n € N*.
k=1
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31.

1 1
SoitnEN*.OnaYn—<X +22k>:2" 5~ gt

1
donc X,, =2Y,, — 1+ o et cos (tX,,) = cos (2tY,, — t) cos (t/2") — sin (2tY,, — t)sin (¢/2") donc

E (cos (tX,,)) = cos (t/2") E (cos (2tY,, — t)) — sin (¢/2") E (sin (2tY,, — t))

t/2" 1et t/2"
On a cos (t/ )T> et sin (t/ )—>—+oo>0

En utilisant les fonctions x — cos(2tx —t) et x — sin(2tx — t) qui sont bien continues sur [0, 1], on a d’apres
le résultat précédent :

1 1
E (cos (2tY,, —t)) —— [ cos(2tz —t)dz et E(sin(2tY, —t)) —— [ sin(2tz —t)dz

n—-+o0o 0 n—-+o0o 0

1
donc E (cos (tX,)) — [ cos(2tz — t)dz

n—-+o00 0

1 1
Sit=0,o0na / cos(2tx — t)dx = / ldzx = 1 = sinc(0)
0 0

Sit 7é O7 on a / COS(2tﬂZ‘ — t)dgg = |:$II(M:| _ Sln( ) Sln( ) _ sinc(t)
0 o ., ot

On retrouve bien | E (cos(tX,,)) . sinc(t) | obtenu a la question 6
n—-+0oo

t—1
La fonction h : t — est continue sur |0, 1.
In(t)

Quand t — 0, on at — 1 — —1 et In(t) — —oo et ainsi }ir%h(t) =0
—

Quand t — 1, on a In(¢) ~ t — 1 donc h(t) ~ 1 et ainsi }/in}h(t) =1
—

donc h admet un prolongement continue sur [0, 1]

t—1 !
On en déduit |la convergence de / | ( ) dt = / h | (intégrale faussement impropre)
o 0

Soit t €]0, 1[. En utilisant 29 avec la fonction f : z — % qui est continue sur [0, 1].
1

On trouve que E(t¥") —— [ #* du.
n—-+0o0o 0

=1
1 1 x In(t) In(t) _ A0
or/ tmda::/ ) gg = | & e = h(t)
0 0 h].(t) 20 ll’l(t)

Je note hy, : t — E(t¥n).

(i) On vient de voir que la suite de fonction (hy,),, converge simplement vers h sur ]0,1]
(ii) De plus h est continue sur sur ]0,1]
(iii) Soit n € N*. Soit t €]0,1][.
on—1
1
On a hy(t) =E (t¥) Z t*P (Y, = 2) Z /2" par formule de transfert

z€Dy J=0
ainsi hy, est continue sur |0,1[.

(iV) Soit t €]0,1[ et n € N*. On a 0 < t¥» < 1 car Y,, est & valeur positives.
Ainsi on a '’hypothése de domination :

vt €]0,1[, Vn e N*, |h,(t)| =E (") < 1

et t — 1 est continue et intégrable sur ]0,1[
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Conclusion :  Avec (i), (ii), (iii) et (iv), le théoréme de convergence dominée s’applique et on a l'existence des
membres et 1’égalité
1 1y 1
lim E(tYr) dt = / —dt
n—+oo Jo o In(t)

Soit n € N*. On a

1 12”71 1 12”71 1
By = — /Hmmz :
frmw DI

or en utilisant les sommes de Riemann avec la fonction z —

continue sur [0,1], on a

N 1
1 1 1
- d
Nkz_11+k/N N o0 /0 1+

1 1 1
1 t—1
d’ou / hin / dz = In(2) (suite extraite) et ainsi / —— dt = In(2)
0 ns+oo Jy 1+ o In(t)

V. Dénombrabilité

32. On remarque que chaque ensemble D,, est fini de cardinal 2" pour n € N*.
+oo

Ainsi D = U D,, est une réunion dénombrable d’ensemble fini, donc D est fini ou dénombrable.

n=1

Et ainsi Vn € N*, D,, C D donc D n’est pas fini d’ou |I’ensemble D est dénombrable
33. On considére A ={x € N/ = ¢ f(x)}. On a A € P(N).

Soit a 'antécédent de A par f de sorte que f(a) = A

On a alors a € A <= a ¢ A ce qui est absurde.

Il n’existe pas d’application f : N — P(N) bijective‘

34. On considére ¢ € {0,1}N,

Analyse : Soit A € P(N) tel que 1o = ®(A) =¢
AlorsVn e N, p(n) =1<=1a(n)=1<=necA
donc A = {n € N |p(n) =1} ce qui prouve l'unicité

Synthése : Je pose A ={n e N |p(n)=1} Soit n € N.
Sin € A, alors o(n) =1=14(n)

Sin ¢ A, alors ¢(n) =0=14(n)
Ainsi p et 1o : N — {0,1} et Vn € N, ¢(n) = 1a(n)
donc 15 = ¢ (existence)

Conclusion : On a montré que tout élément de {0, 1} avait un unique antécédent par ®.

Ainsi |application ® est bijective‘

In
2n+1

35. Soit (z,) € {0,1}". La série » _

n=0

étant A termes positifs, on a par calcul dans [0, +0o0] :

RES =1 1 1
n
0<22n+1<22n+1:§><1_l:1<+00
n=0 n=0 2
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pour la majoration on a reconnu une série géométrique de raison 1/2 €] —1,1][.

Tn
TEs de somme ¥ ((z,),) € [0, 1].

Ceci prouve la convergence de la série E
n=0

d’ou

I'application W est bien déﬁnie‘

Je prends les suites (y,,) et (z,) définies par y9o =0, zo =1 et Vn € N*, y, =1l et 2, =0
On a (yn) # (2n) éléments de {0,131 et ¥ ((yn)n) = 1/2 = ¥ ((2,)n) (somme géométrique)

donc

I’application ¥ n’est pas injective‘

Premier cas : soit X = 1. Je considére la suite (2,,), € {0, 1} constante égale 1.
On aalors ¥ ((z,),) =1=X

Deuxiéme cas : soit X € [0,1[. Je définis la suite (x,) par : Vn € N, z, = dp,+1(X)

D’aprés 15, on a (z,,) € {0,1} et pour N € N*, on a selon 14,

N N N+1
> gt =3 Mt = 3 9 = mea()
ont+1 — on+l 9j "N+l

n=0 n=0 j=1

or d’apres 13, on a mn4+1(X) < X < mn41(X) + oNFT d’ott
al T 1
n
X - Z on+l| = 9N+1
n=0

Ceci prouve la convergence de la série Z 2:11 de somme X.

n=2=0
Donc X = ¥ ((zy,)) € ¥ ({0, 1}Y)
Conclusion : On vient de montrer que VX € [0,1], 3z € {0, 1}, ¥(X) =z

Ce qui signifie que ’ U est surjective‘

36. Propriétés préliminaires : On remarque les propriétés suivantes de ¥ et D :
(i) D est stable par division par 2, Vo € D, |2z — 1| € DU {1}
etVz,yeD, z+y<l=a+yecD
(ii) L’image d’une suite stationnaire & valeurs dans {0,1} par ¥ est a valeur dans D U {1}.

(iii) 1 (respectivement 0) n’a qu’un seul antécédent par U qui est la suite constante égale & 1 (respecti-
vement a 0).

(iv) Tout élément de ]0,1[\D* admet un seul antécédent par ¥ qui n’est pas stationnaire.

(v) Chaque élément de D* admet exactement deux antécédents par ¥ qui sont stationnaires I'une a 1 et
I'autre & 0.

e A ce stade du sujet nous admettrons les trois premiéres propriétés.

Soit x # y dans {0, 1} tel que ¥(z) = ¥(y).
On a alors l'existence de ig = min{n € N |z, # y, } car toute partie non vide de N admet un mini-
mum. Sans perte de généralité, on suppose que x;, = 0 et y;, = 1.
11 suffira alors d’établir (a l'aide de (ii) et de de la question précédente) que :
Vn > g, xn =1 et y, =0. (%)
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On aura alors ¥(z) = ¥(y) € D.

Ce qui prouvera bien que les éléments de ]0,1[\D* admettent au plus un antécédent par ¥ c’est a
dire (iv).

De plus vue la configuration de x et y, U(z) (qui est élément de D*) admettra exactement deux
antécédents ce qui permettra facilement de conclure quant & (v) car on sait que tout élément de D

admet un antécédent par ¥ qui stationne a 0.

1 reste donc a établir (x)!

+o0 y +o0o T 1 +oo Y
n n n
On a Z on+1 - on+l donc Z on+1 - 92t0+1 + Z on+1
n=0 n=tg+1 n=ig+1
= X Y, +Oo.%' Y
[P . n - gn k+io — Yk+io
donl= ) == ) o
n=tg+1 k=1

Je note pour k € N* 2, = Tp44) — Yr+i, €t on a z, € {0,1,—1}.
Pour obtenir le résultat voulu il suffit d’établir que Vk € N*, xp4i) — Yrti, = 2 =1

Par I'absurde, on suppose qu’il existe p € N* zp #1
“+oo

2k, 1-— zk

Onal= Z ok et on remarque que : Z donc Z

k=1 k=1

L 1—2 -z RS 1 —Z
dou 0= 2k’“ ot D Bl

k=1 k= p+1

1-

OrVkEN*\{p} >0 et >0

d’ot1 0 > 0 ce qui est absurde et ce qui permet de conclure.

A bien définie : Soit z = (z,,) € {0,1}. On a ¥(z) € [0, 1].
D’aprés les remarques précédentes, on a :

(P(x) € [0,1[\D*) ou (¥(z) € DU{1} et x stationne a 1) ou (¥(z) € D* et x stationne a 0)

t 14+t
ainsi tous les cas sont envisagés. De plus [0, 1] est stable par ¢t — 3 et par t — i,

1
donc si U(x) # 1 alors A(z) € [0,1] et si U(z) = 1 alors z stationne & 1 et A(x) = 5 € [0, 1]
Ainsi A(x) et bien défini dans [0, 1[. Ce qui prouve que A est bien définie.
A surjective : Soit X € [0,1[. On montre l'existence de = € {0, 1} tel que A(x) = X.

Si X € [0,1[\D* : , alors la question précédente nous fournit = € {0, 1} tel que ¥(z) = X
et ainsi X = A(z) = ¥(x)

1
SiXED*etO<X<§: alors 2X € D* U {1}.

donc 2X admet un antécédent (z) € {0, 1} par ¥ qui stationne a 1
On a alors ¥(z) € DU {1} et donc A(z) = X.

1
SiXGD*et§<X: alors 2X — 1 € D*
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donc 2X — 1 admet un antécédent (z) € {0, 1} par ¥ qui stationne & 0 et ainsi A(z) = X
A injective : Soit z et y € {0, 1}" telles que A(z) = A(y).

Premier cas A(z) € [0,1[\D* : alors ¥(z) = ¥(y) =0 ou ¥(z) = ¥(y) €]0,1[\D
et donc ¥(z) admet un seul antécédent par ¥ d’ou x =y

1
Deuxiéme cas A(x) € D et A(x) > %

Alors ¥(z) = ¥(y) € D* et z,y sont des suites qui ne stationnent pas a 1

donc elles stationnent a 0 puis x =y

1
Troisieme cas A(z) € D* et A(x) < 3"

On obtient de méme que ces suites stationnent a 1 puis que x =y

Conclusion : |A réalise une bijection de {0, 1} sur [0,1]

37. On suppose par I'absurde que [0, 1] est dénombrable.
alors d’aprés 36, {0, 1} est dénombrable
alors d’apres 34, P(N) est dénombrable
Ainsi il existe une bijection f: N — P(N)
Absurde d’aprées 33

On conclut que ’ [0, 1] n’est pas dénombrable‘
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