Centrale MP Un corrigé de Mathématiques 2 2016

I Suites et intégrales

I.A - Etude d’une intégrale a paramétre

0, +oo[x]0, 400 — R
I.A.1) On considére la fonction ¢ : 1 —cost _,
(CE,t) — Te z
i Soit t €]0, 4+o00[. La fonction z — ¢(z,t) est continue sur [0, +00l.
ii Soit x € [0,+o00[. La fonction t — ¢(x,t) est continue sur ]0, +o0.
1—cost
2

iii Soit x € [0, +o0o[. On considére la fonction g : t — qui est définie, positive et continue sur |0, +00]

De sorte que :

vt € [0, +oo[, Vo € [0, +oo[, [p(z, )| < g(t)

1—1+1t2/2+ o(t?

Quand t — 0, g(t) = i tg +o(t) donc g(t) — 1/2
Ainsi g est prolongeable par continuité en 0, donc g est intégrable sur |0, 1]
Pour t > 1, |g(t)| < 2/t2, or t — 2/t? est intégrable sur [1, +o0[
donc par comparaison a une fonction positive g est intégrable sur [1, +00|
Ainsi g est intégrable sur ]0, +o0o[ et on a I'hypothése de domination :

[e.e]
Avec i, il et iil, | f:a— [ p(z,t)dt est définie et continue sur [0, +oo]
0
Montrons maintenant la classe C2 de f avec le théoréme de Leibniz :
i Soit t €]0, +oc[. La fonction x — o(x,t) est de classe C? sur |0, +o0]
0 cost — 1 0?
de dérivées successives : x — —Sp(x, t)= ———e et x— ge
ox t Ox?
ii Soit z € [0, +o0].
La fonction t — ¢(x,t) est continue et intégrable sur |0, +oo[ d’aprés la domination précédente.

0
Les fonctions ¢ — a—go(x,t) et t— Tf(z,t) sont continues sur ]0, +o0.
x x

(l’,t) = (1 — COoS t)e_l"t

0
De facon analogue & ci-dessus : on a 7lin%(,a—gp(:r, t) = 0 ce qui donne 'intégrabilité de t — a—(p(x, t) sur ]0, 1]
1—0 O T

g dp
i 2 1 2 = = 2
De plus par croissance comparée th_glot o (z,t) =0 donc D (x,t) t_(})OO(l/t )

donc par comparaison & une fonction positive ¢ — 8—(p(x, t) est intégrable sur [1,4+o00]
x
0
ainsi t — a—(p(x,t) est intégrable sur |0, +o00]
x
iii Soit a < b dans ]0, 400 et on pose G : t s e~
La fonction G est continue sur [0, +oo[ et G(t) = 0 (1/t2)
—00

donc G est intégrable sur sur [0, +o0o] et on a I’hypothése de domination :

82“0<x,t>] <G

Vz € [a,b], ¥Vt >0, 52

o)
Avec i, ii et iii, | f:2+— [ p(z,t)dt est de classe C? sur [0, +oo]
0

cost — 1

oo oo
etona f':x— /te_”tdt et f":x— /(1 — cost)e tdt
0 0

1 —cost _

I.A.2) Pour z > 1, je consideére les fonctions ¢, : t — 2 e~ et g de la question précédente.
x 2z

L,
i Pour 1, 1, est continue sur |0, 00|
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it Pour t >0, lim ¢, (t) =0
T—00
donc la famille (¢;),>1 converge simplement quand x — 400 vers la fonction ¢ — 0 sur |0, +ool.
i7i La fonction ¢ — 0 est continue sur |0, +00]
iv et on a ’hypothése de domination avec la fonction g de la question précédente intégrable sur |0, +00] :

Vo > 1,5t €]0, +oo], [¢a(8)] < g(t)

Conclusion :  Avec i,1i,4i¢ et iv, on peut appliquer ’extension du théoréme de convergence dominée qui donne
oo o

l'intégrabilité de ¢ +— 0 sur |0, +oo[ et lim [ ¢, = /0

T—>00
0 0
Pour la limite de f’ en +oo, on utilise également I'extension du théoréme de convergence dominée avec la fonction
. . —cost+1 _,
de domination ¢ +— 76 pour z > 1
On trouve ainsi| lim f(x) =0 et hm f’(a:) =
T—+00

o
I.A.3) Soit > 0. On a f"(x /l—cost oAt = /Re (1 —e)e ™) dt

0
or t — (1 —e'*)e " est intégrable sur ]0, +o00| car contlnue et Vt €]0, +o0f, [(1 —ef)e | < e

o0

donc f”(z) = Re /(e_g“t — =2 qy

/ ot _ o (i— Jz)t)d
0

x
2241

eli=a)t ez1tﬁm 11 r4i 1

r—1i T r—1i = 2+1 =z

t=0

1
donc | f":x — — + sur lintervalle ]0, 00|

1
Donc on peut trouver K € R tel que f': z — In(x) — 3 In(z? +1)+K

1 1 2
De plus quand x — 400, on a In(x) — 3 In(z? +1) = B In <a:2w+1>
2 2 2
x x x
CE T e
done f'(z) — K donc K = 0 d’aprés la question précédente

1 2
— 1 par composition 3 In <w2$+1) —0

1
On en déduit que |Vz > 0, f'(z) =In(z) — B In(z® 4 1)

I.A.4) On note g : z — zln(z) — fzIn(z? 4+ 1) — arctan(z) + 5
g est de classe C'. Soit x > 0
2
Onag'(z)=In(z)+1-3 ln(a: +1) - QH I21+1 = f'(x)
donc on g — f est constante sur ]0, 4+-o0].
2
1 x x —x 1
quand z — +o00, zln(z) — fzln(z? + 1) = §ln (m’z—i-1> =—n(l+%
donc zln(z) — 3z In(z? + 1) — 0 et —arctan(z) + 5 — 0
ainsi g(z) — Oor f(z) — 0
Tr—00 Tr—00

donc lim (g(x)— f(x)) =0 ainsi Vo > 0, f(x) = g(x)

T—+00
de plus quand z — 0T, zIn(z) — 0 et —3zIn(z? 4+ 1) — arctan(z) + 5 — 2

donc lim g( )= g or f et g coincident sur ]0, 00|
z—0

donc lim f(x) = T or f est continue sur [0, 00|
z—0 2
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= 1 2 _ x
Ainsi { Vo > O,J(x) = zln(z) — 5zln(z”® + 1) — arctan(z) + §
2

f(0) =
™ C><>1— Uu
LA5MMa2:fmﬁi/;?;m
0

Soit s > 0. La fonction t + st est de classe C!, strictement croissante et bijective de ]0, 4+oo[ sur ]0, +oo]
On effectue alors le changement de variable u = st; du = sdt (qui donne l'existence de la nouvelle intégrale)

done T — / 1 — cos(st) st — 1/ 1 — cos(st) Y

2 (st)? s t2
0 0
2 [1- cos(st)
doncs:/dtets:|s|
T 12
0

o
2 1 — cos(st
pour s = 0, c’est évident donc Vs € R, |s| = = / t2()dt
s
0

dt sont paires

[e.e]

. 1—cos(st

or les fonctions s > |s| et s+ 2 [ 1=cos(st)
0

™ 2
oo
2 1-— t
ce qui donne |Vs € R, |s| = /(;ozs(s)dt
T
0

I.B - Etude d’une suite d’intégrales
—(cost)™

I.B.1) Soit n € N*. On considére la fonction g, : t — ! 2

De plus V¢ € [1,+00], [gn(t)] < % et quand ¢ — 0, gn(t) = 1—(1+t7(29(t?))" =0(1)
comme en I.A.1), on conclut & l'intégrabilitée de g, sur ]0, 4o0|
d’ou lexistence de u,,

oo

D
cost)?™ — (cost)?nt2 cost)2"(sin t)?
etu2n+2—uQn:/( ) ( ) dt:/()“)dt>0

qui est continue sur ]0, +o00[

t2 12
0 0
d’on | Pexistence de la suite (u,)nen+ et la croissance de la sous-suite (u2p)pen-- ‘
[e.e]
1- t
LB2)Onauy:/‘£%;&:fm):g
0
71— cos’t 1 + cos(2t)
et ug = ST Tt or cos?t = — S
t2 2
0
r 2t 71 cos(2t)
1 — cos —
donc ug = / Tdt = / Tdt
0 0

4
en utilisant I.A.5, on a donc —ug = |2|
™

On a montré que | u; = ug = §

1.C - Calcul d’un équivalent de u,
I.C.1) Soit n € N*.
La fonction u +— /2u/n est de classe C!, strictement croissante et bijective de ]0, +oo[ vers ]0, +00]

. d
On effectue le changement de variable t = \/2u/n; dt = %
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T (cos 1= COS(\/W) ' ndu
donc u, /1 D" dt / ( Sufn ) \6%

ot 00,11, 0n 0 (1) = . sin(/Bufn) (cos(v/20/m)
M )cos(\/m)‘n_l < |22

V2u/n
sine(G)‘ < 1donca ‘QOI(U)‘ <1

Par inégalité de convexité, on a
donc par inégalité des accroissements finis appliquée & ¢ est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1]
on a [p(0) = p(u)] < 1 x |u—0]

donce [¢'(u)| =

On a montré que |V(n,u) € N*x]0, 1],

(cos(v/2u/m))"| < u

n
1-— (COS(\/QU/TL))
uy/u
() Les fonctions 1, sont continues sur |0, +o00[

(%x) Soit u > 0. Quand n — 0o, on a cos(y/2u/n) =1 — 2 + o(u/n)
donc (cos(\/2u/n)> = exp (n ln(cos(\/2u/n))> =exp (nIn(1 — % 4 o(u/n)))

or In(1 — % 4 o(u/n)) ~ —% donc nln(l — * +o(u/n)) = —u

I.C.3) On note la fonction 1y, : u —

1—e™®

u/u

donc la suite de fonctions (¢,) converge simplement vers la fonction u — 1;\6/_; sur |0, +oo[

donc par composition exp (nln(1 — % + o(u/n))) — e “ ainsi  lim oy (u) =
n—r—+oo

(% * %) la fonction u 1;\6/; est continue sur |0, 4+-o00[

si u €]0,1]

sinon

sk

( % #%) On considere la fonction h : u — {

g

u

On montre facilement que h est continue par morceaux et intégrable sur |0, +00o[ et on a I’hypothése domination
Vn e N, Yz €]0,4o00[, |¢n(z)| < h(z)

(sur |0, 1] on utilise I.C.2)
Avec (%), (%x), (* % %) et (% * *x), on peut apphquer le theoreme de convergence dominée qui donne :
1—e™

uvi

e L el l—e—u .
Vintégrabilite de u — 6= sur 10, 4-00] et nglfoo VYn = /
0 0

o0

1—e™
u\/u

I.C.4) Sous réserve d’existence, on effectue dans [ une intégration par parties avec les fonctions de classe C*
u—1—eetu— —2u"Y2:

Ainsi |la suite (vp)nen+ admet une limite finie [ vérifiant [ = /
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oo
1 — e U u%oo
Onal= ° du= —2u" 21— e /e (—2u~Y?)du
\f u%O
0 0

On a par produit lim (—2u™2(1—e™™) =0

et quand v — 0, on a1 —e " ~u donc —2u~/2(1 —e™*) ~ —2y/u — 0

donc le bloc entre crochets vaut 0 ce qui valide I'intégration par parties
oo

donc [ = 2 du = 24/ selon la relation admise

f

Un\/M N /n
2V2  2v2

donc [ # 0 ainsi d’aprés la question précédente et 1.C.1, on a u, ~

nm
On conclut que | u, ~ o>

IT Autour du pile ou face

IT.A - Etude de E(|S,|)

IT.A.1) Toutes ces variables aléatoires considérées admettent des moments d’ordre 2 car elles prennent un nombre
fini de valeurs.

Il est clair que E(X;) = 0 et par linéarité E(S) =n x 0

De plus V(X;) = E(X?) — E(X1)? = E(1g) — 0 = 1 (espérance d’'une variable aléatoire constante)

et comme les Xy, sont indépendantes deux & deux car mutuellement indépendantes, on a V(S,,) = V(Xi1)+-- -+ V(X,,)
donc ’E(Sn) =0et V(S,) = n‘

Remarque : Dans la suite pour k € R, je noterai E(k - 1) = E(k) = k pour une variable aléatoire constante.
IT.A.2) On a E(cos(S + T)) = E(cos(S) cos(T) — sin(S) sin(T)) = E(cos(S) cos(T)) — E(sin(S) sin(T))

Par lemme des coalitions cos(S) et cos(T) sont indépendantes et il en est de méme pour sin(S) et sin(T),

ainsi E(cos(S + T)) = E(cos(S))E(cos(T)) — E(sin(S))E(sin(T))

On remarque que T ~ —T donc sin(T) ~ sin(—T) = —sin(T)

donc E(sin(T)) = E(—sin(T)) = —E(sin(T)) ainsi E(sin(T)) =0

ce qui permet de conclure que ’ E(cos(S + T)) = E(cos(S))E(cos(T)) ‘

IT.A.3) Soit t € R. On effectue une récurrence sur n € N*, pour montrer que ¢, (t) = (cost)"™

Initialisation : On a : ¢1(t) = E(cos(S1t)) = E(cos(X1t)) = E(cos(t)) = cos(t)*

Heérédité : Soit n € N* tel que ¢, (t) = (cost)™.

On a pn41(t) = E(cos(Spt + Xpt1t))

On peut appliquer la question précédente car Syt et X, 11t sont des variables aléatoires finies et que X1t ~ =X, 41t
donc vpn41(t) = E(cos(Spt + Xp41t)) = E(cos(Spt))E(cos(Xpt1t)) = pn(t)E(cos(X1t)) car Xpq1 ~ Xy

donc ¢, 41(t) = (cost)™! en utilisant l'initialisation

n

Conclusion : On a montré par récurrence que ’ ©n(t) = (cost)™ pour tout entier n € N* et tout réel ¢

o0
1-— S t)
IT.A.4) A l'aide de la question I.A.5, on a E(|S,|) = / cos( dt
s

0

(st)
Par le lemme du transfert : E(|S,|) = / — cos(s d P(S, =5s)

sGSn(Q) 0

- Z P(S, =s)— Z cos(st)P(S, = s)

2 SEDn S&Odn
donc E(|S,|) = = E5n () E5n () dt (somme finie)
v 12

0
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o0
2 1-E Snt
donc E(|S,|) = / (cos(Snt)) dt par le lemme du transfert & nouveau
T

$2
0
o0 [e.e] n
2 1 — ot 2 1-— t
donc E([S,|) = E /Mdt =E /COSOdt d’aprés I1.A.3
T 12 v 12
0 0

2 2
donc E(|S,|) = E <un> ainsi | pour tout n € N*, E(|S,|) = —un,
0 T

I1.A.5) Comme les X prennent leurs valeurs dans {1, —1}, alors
2n+1

Son+1 = E X ne prend que des valeurs entiéres et impaires et Soj, 2 ne prend que des valeurs entiéres et paires

k=1
Comme So,42 = Sopt1 + Xop42

ainsi on a (Sgn+1 > 0) = (S2n+1 > 1) C (82n+2 > 0) et de méme (Sgn+1 < 0) C (Sgn+2 < 0)
donc HSQn+2’ — ]Sgn+1H = |Sgn+2 — Sgn+1‘ donc [Sop42| — [S2n+1| prend ses valeurs dans {1, —1} et

(IS2n+2] = [S2n+1] = 1) = (S2n+1 > 0, Xapt2 = 1) U (S2p41 < 0, X2p42 = —1)
Le lemme des coalitions s’applique par indépendance des Xy, on donc

P(S2n41 > 0,Xop42 = 1) = P(S2p41 > 0)P(X2p42 = 1)

2n+1 2n+1
De phlS comme Xk ~ —Xk on a SQn—i—l ~ Z Xk ~ Z (—Xk) ~ —Sgn+1
k=1 k=1

donc P(S2p41 > 0) = P(S2n41 < 0) or P(S2,41 > 0) + P(Sep+1 < 0) = 1 car So,41 ne s’annule pas
donc

11
P(Sont+1 > 0,Xop2=1) = -.2
22
d’ou 1 1
P(Sgn+1 > 0,X2n+2 = 1) = Z et de méme P(Sgn_H < 0,X2n+2 = —1) = 1
donc P(|Sonta| — [Sont1| = 1) = 5 et de méme P(|Sopi2| — [Sopta| = —1) =4

donc E(|Sant2| — [S2nt1])) = 5 — 5 = 0 d'oit E(|S2n+2[) = E(|S20+1]))
On déduit de la question précédente que,

pour tout n € N, ugpy1 = Upt2 ‘

I1.B - Etude de S—n
n

I1.B.1) On va montrer par récurrence sur n € N* que E(S2) = 3n? — 2n

Initialisation : On a E(S}) =E(X})=E(1)=1let3x12-2x1=1

La propriété est vraie au rang 1

Hérédité : Soit n € N* tel que E(Syy) = 3n? — 2n. Montrons E(Sp, ;) =3(n+ 1) —2(n + 1)
Ona3d(n+1)2-2(n+1)=3n2+4n+1et

E(Snt1) = E ((Sn +Xn1)!) = E (S + 485 Xp1 +6S7X0 11 + 45, X511 + Xpi1)
comme E(Xp41) =E(X2,,) =0et E(X2,,) = E(X},;) = E(1) =1 et par indépendance de S,, et X;,41, on a
B(Sn11) = E(Sp) + 4B(S)E(Xn11) + 6E(SE(XT 1) + 4B(Sn)E(XG 1) + B(X 1) = B(Sy) + 6E(S7) +1
or B(S#) =3n% — 2n et E(S2) = V(S,) + E(S,,)? = n + 0 donc

E(Sﬁﬂ):3n2—2n+6n+1:3n2+4n—|—1

Conclusion : On a montré que | E(S}) = 3n? — 2n pour tout n € N*
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I1.B.2) Soit n € N*.

4
S . . : . 1
Comme U, = [ — ] est une variable aléatoires finies a valeurs positives et — > 0,
n

NG

on peut donc appliquer I'inégalité de Markov :

1
p <Un > \/ﬁ> < VnE(U,)
E(SY) 3n?-2n _ 3 1 3
or E(Un) = ,(n4N) - TL4 < ﬁ donc pour tout n € N*, P <Un = \/’ﬁ> < W
HB3)%%n€N*OnaZ-—LJCJ>1>
D : n . k = V@;
>n
Pour tout k € N*, (Uk > ﬁ) € A car Uy est une variable aléatoire
donc Z,, € A car A est stable par réunion dénombrable
De plus on a
O0L<P(UL > 1 < 3
X k = \/E X ]{33/2
Ainsi par réunion dénombrable
~+00 1 ~+00 3
0<P(E) < Y (U> ) € Y <
k=n \/E k:nk /
3 X 3
la série ;k‘?’ﬁ converge car 3/2 > 1 donc nh_}rgogw =0
= =N

Ainsi | Z,, € A pour tout n € N* et lim P(Z,) = 0| par théoréme d’encadrement
n—r00

HBAﬂha:Z:f]Z::r]<nZQ
k=1

neN* neN*

n
La famille (ﬂ Z est une famille décroissante d’événements
k=1 neN*
n

n
de plus P m Zr|l — Ocar0O<P ﬂ Zi, | < P(Z,) donc par continuité décroissante P(Z) =0
k=1 e k=1

Soit w € 2\ Z ce qui nous fournit N € N* tel que w ¢ Zn
1

Soit n > N, on a Uy, (w) < —.
n

. 1 1
On a donc Sn(w) < — donc Sn@)) 1
nt n nl/4
donc par théoréme d’encadrement on a montré Vw € Q\ Z, S"T(M) — 0

n—oo

S
or P(Z) =0 donc (") converge presque sirement vers 0
n

ITTI D’autres sommes aléatoires

III.A - Etude de E(|T,))

ITI.A.1) Soit n € N*.
On remarque que pour a et b € R, on a |a + b| < |a| 4 |b] avec égalité si et seulement si ab > 0
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donc |a + b| — |a| < |b] avec égalité si et seulement si ab > 0

Ainsi (T, Xp41 = 0) = (|Thi1]| — |Tn| = an+t1) car |apt1X,41] est une variable élétoire constante égale & ap41

on a aussi ||a + b| — |a|| < |b] ainsi |a + b] — |a| = —|b]
Ainsi (|Tpt1| = |Th] = —ant+1) = Q
Ona Q= (T,Xp+1 = 0) U (TpXp41 < 0) (union disjointe)
De plus, T, ~ —T,, donc P(T,, > 0) = P(T,, < 0) (analogue a II) et donc P(T,, > 0) < 3
On a (TpXni1 > 0) = (Tp < 0,Xp41 = —1) U (T > 0,Xpsq = 1)

donc P (T, Xp41 > 0) =P (T, < 0,X;,41 = —1) + P(T,, > 0,X,,41 = 1) (incompatibilité)
donc P (T, Xp41 > 0) = P(T,, < 0)P(Xp41 = —1) + P(T,, > 0)P(X;,41 = 1) (indépendance)
donc P (T, Xp,41 > 0) = P(T,, > 0) et de méme P (T, X,,41 < 0) =P(T,, > 0)
Ainsi P(TpXp41 > 0) > P(TnXpi1 < 0)
Q — R
On considére la variable aléatoire W W s { Gny1 si (TpXp41)(w) =0
—Qp41  sinon

de sorte que W < |Tp41| — |Ty| car
- 81 Tp(w)Xpt1(w) =0, alors W(w) = apt1 = |Try1(w)] — [Th(w)]
- 81 Tp(w)Xpt1(w) <0, alors W(w) = —apy1 < [Tha(w)| — | Th(w)]

comme P(T,,X,41 > 0) > P(T,X,41 <0),ona E(W) >0 or E(W) <E(|Thy1| — |Thl)
donc E(|Ty41] — [Trn]) >0
ainsi ’ la suite (E(|Tp|))nen+ est croissante‘

ITI.A.2) On suppose que la série Z a2 est convergente

On a V(T Z V(arpXy) par indépendance
k 1
+o0o +o0
donc V(T ZakVXk Zak ZG%ZMOﬂOHanotéM:Za%
k=1

k=1
On a donc E(T%) V(T,) + E(T 2 =V(T,) <M
On note W = |T,,|. On a T2 = W2 et E(|T,|) = Z wP(W = w)

weW(R)
2

donc B(IT,))? = | > wPW=w)| < Y wP(W=uw)

wEW(Q) weW(9)
par convexité de ¢ — t2 et car les P(W = w) > 0 (nombre fini) et E P(W=w)=

weW(R)
comme W > 0, on a Z wP(W = w) = Z w?P(W? = w?) = Z tP(T2 =1t)
weW(R) weW () teT2(Q)

ainsi E(|Ta))® < Y w’P(W=w) =E(T2) <M

weW(Q)
donc la suite (E(|Ty|))nen+ est majorée (par v M) et croissante d’aprés la question précédente

donc |si la série Z a2 est convergente, alors la suite (E(|T,|))nen+ est convergente

IT1.A.3) On a E(|T1]) = a1 car |T1| = a1|Xi]

Premier cas : Si a; = 0, alors pour tout k € [1,n], ax =0car a; > a2+ - -+ a, et lesap >0
donc E(|T,|) =0 =E(|T1|) = a1

Deuxiéme cas : Sia; > 0,
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Si Xj(w) =1 alors Ty (w) = a1 + Zaka > 0 donc |Ty(w)| = a1 + Zaka(w)
k=2
si X1(w) = —1 alors Ty, (w) = —a1 + Zaka(w) < 0 donc |Tp(w)| = a1 — Y apXe(w)
k=2 =

dans les deux cas | T, (w)| — |T1(w)] = X3 (w (Zaka )

n n
donc E(|T,| — |Ty1|) = E (Xl . Zaka> =E(X;)-E <Zaka> par lemme des coalitions
k=2 k=2
donc B(|Ty|) — B(|Ty|) = 0 ainsi | B(|T,|) = B(Ty[) = a; |

III.B - Application a une suite d’intégrales

ITI.B.1) Soit n € N*

1 — cos(t) cos (§) - - - cos (ﬁ)
$2

Et Vt € [1, 400, [¢n(t)| < t22 qui donne U'intégrabilité de 1 sur [1, +oo[

Quand ¢ — 0, on a 1 — cos(t) cos (§) - - - cos <2n—_1> =1-(1+0(*) (1+0(t?))--- (14 O(t?)

donc 1 — cos(t) cos (§) - - - cos <2nt_1> =1-1+0O(?) = O(t?) (produit fini)

donc ¥y, (t) o O(1) donc 1, est bornée au voisinage de 0 donc intégrable sur un intervalle ]0, 1]

La fonction ), : t — est continue sur |0, 00|

ceci assure 'existence J,, = / Un

Ainsi ’ (Jn)nen+ est une suite bien définie ‘

On choisit ap = pour k£ > 1 ainsi on a la convergence de la série g a%

k

2k —1

d’ou d’apres I1.A.2, la convergence de la suite E(|T),|)nen+ que l'on sait croissante d’aprés I1.A.1.

o0
R 2 [1-— Tyt
Soit n € N*. A P’aide de la question I.LA.5, on a E(|T,,|) =E | — / C(zz(n)dt
T
0
Soit ¢ € R. On a comme en II.A.3 et I1.A.2,

E cos(Tpt) = E (cos (ta1X1)) E (cos (taeXsa)) - - - E (cos (tanX,,))

donc comme en I1.A.3 :

E (cos(Tyt)) = cos(t) cos <§) C - COS (2nt_ 1)

2 [1—F(cos(T,
Avec la méthode de la question II.A 4. : E(|T,|) = / (cos( t))dt (deux fois; lemme du transfert)

T 12

0
T1—cos(t)cos (L) - cos (L>
2 3 2n—1
OnaE(|Tn|):/ - "
s t
- 0
donc J,, = §E(|Tn]) ainsi ’ (Jn)nen+ est une suite croissante et convergente‘

dt donc E(|T,|) = 2J,

ITI.B.2) On renouvelle les mémes choix et notations qu’a la question précédente :
7 7

On a Y ag ~ 0,9551337551337553 & la calculatrice donc » ax < a1 = 1

k=2 k=2
donc 1 = a; = E(|T1]) = E(|T7|) d’apres IT1.A.3
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Par croissance de la suite (E(|Ty|)), on a Vn € [1,7], E(|T,]) =1

donc comme J,, = gE(|Tn|), onal J,= g pour 1 <n <7

Pour pouvoir conclure, il reste & établir la stricte croissance de E(|Ty,|)n>7.
Pour cela on considére n > 7, on veut montrer E(|T,|) < E(|Tp41])
étape 1 : un résultat combinatoire : On va montrer que pour p > 7,

il existe K C [1, p] tel que Zak < Zak et ap+1 + Zak > Zak o K=[1,p] \ K

keK keﬁ keK keK
Je note pour p > 7 et K C [1,p], Zak — Zak
Kok kgK

On remarque que S,(K) = —8,(K)

Il s’agit alors de montrer la propriété &, : « il existe K C [1, p], tel que 0 < |S,(K)| < ap+1 » pour p > 7
Premiérement : Soit p > 7 et K C [1,p], on montre que Sp(K) # 0.

Par 'absurde si il existe K C [1,p], tel que Sp(K) =0

alors je considére [ = max {] eEN/3 K ap} etb=3etona

1 n
DI o
k=
keK ak;éb k‘gK,a}C;ﬁb
En mettant au méme dénominateur le terme de droite et en simplifiant sous forme irréductible, on obtient

%: 311/\ID ou NNDeZ DA3=1etl €[0,l —1] (Absurde)
Ensuite : la £, ne me semble pas héréditaire (je n’ai pas trouvé)
En revanche pour p > 7 je considére la propriété suivante :

P, il existe K C [1,p] tel que [Sp(K)| <
Avec ce qu’on vient de faire, on a P, = &,
et cette propriété est héréditaire de la facon suivante : P, == Ppq0 pour p > 7

En effet, si il existe K C [1, p] tel que |S,(K)| < Iptl
ap+1

Gp+1
2

Je peux supposer 0 < S,(K) <
Je considére alors K" = KU {p + 2}
On a alors apt2 — apr1 < Spr2(K') < apya —

quitte & remplacer K par son complémentaire.

ap+1
2

a a
Par décroissance de (ag)g, il suffit alors d’établir que ap1 — api2 < 2+ et apqo < p2+3 + p2+1
La deuxiéme inégalité provient de la stricte concavité de la fonction ¢ — 1 car a, = 1/(2k — 1)

2 ap+3 1
e = ;
4p?2 +8p+ 3 2 4p+ 10"
on calcule alors 4p? 4+ 8p + 3 — 2(4p + 10) = 4p? — 7 > 0 pour p > 7
ap+3

Pour la premiére a,11 — apy2 =

On vient de prouver |S,12(K')| <
Il s’agit maintenant de chercher N € N vérifiant Py et Py et de vérifier que : Vp € [7,N —1], &,
Pour cela, on exécute le script en Python qui suit. L’idée est de tout mettre au dénominateur en utilisant
larithmétique « exacte »des entiers en python (version 3.4).
def inv_a(k):

return 2%k-1

def essai(n):
grand=1 # on y met le produit des a_k
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for k in range(1l,n+2):
grand*=2*k-1
Ak=[grand//inv_a(k) for k in range(1l,n+2)]
res=[False,Falsel]
ens_K= 2**n-1# ensemble k est encod\’e par un entier
#1\’ecriture en base 2 donne la fonction caractéristique
while (not res[0]) and ens_K>O:
# inutile de tester 1 ensemble vide
somme=0
reste=ens_K
for i in range(l,n+1):
if restel2==1:
somme +=Ak[i-1]
else:
somme -=Ak[i-1]
reste=reste//2
if abs(somme) <Ak[-1]:
res[1]=True
#res[1] est le test de la propril’et\’e voulue par le sujet
if 2*abs(somme) <Ak[-1] and 0<2+abs(somme)
res[0]=True
#res[0] est le test de la propril’et\’e h\’er\’editaire
ens_K-=1
return res

#on cherche \’a partir de 7, 1\’a o\’u la propriete hereditaire P_k est vraie
# sur deux entiers cons\’ecutifs
n=7
es_n=essai(n)
es_s=essai(n+1)
test_n=es_n[0]
test_s=es_s[0]
while not(test_n and test_s):
print(es_n)
n+=1
es_n=es_s
es_s=essai(n+1)
test_n=es_n[0]
test_s=es_s[0]
print(es_n)
print(es_s)
Le résultat confirme la propriété attendue :
[False, True] # [P_7,E_7]
[True, True] # [P_8,E_8]
[False, True] # [P_9,E_9]
[True, True] # [P_10,E_10]
[True, True] # [P_11,E_11]
Difficile d’effectuer tout cela en temps limité ...
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étape 2 : P(0 < |T,| < any1) #0: L’étape 1 nous fournit K C [1,n] tel que

Zak < Zak et api1 + Zak > Zak

keK keK keK keK

Ona | Xpr1=1)N ﬂ Xp=1)N ﬂ (X =-1)] c (T, <0,T,41 > 0) or par indépendance :
kekK keK

1
PlXppr=D)Nn[Ee=1)n(Xe=-1)] = ST
keK keK

donc P(T,, < 0,Tp41 >0)#0or (T, <0,T,r1 >0) C (0<]|Ty| < apt1) On a bien
PO <|Th| < ant1) #0

étape 3 : E(|Tp41| — |Tn|) >0 :
Comme T,, prend un nombre fini de valeurs et que P(0 < |T,| < ap+1) > 0,
on peut donc considérer A = max {|Ty,(w)|/|Tn(w)| < ant1}
Ainsi

(Tl < A) = (|Th| < @nr1) et 0 < A < apy1

On considére la variable aléatoire

Q — R
W . apt1 si (TpXpg1)(w) =0
—Qp+1 s1 |Tn(UJ)| > Ap+1 et (Tan+1)(W) <0
an+1 — 20 st |Th(w)| < anyr1 et (T Xp41)(w) <0

Par construction on a W < |Tp41| — |Ty|; en effet
- 81 |To(w)] < angr et (TnXny1)(w) <0, alors [Ty (w)| — | To(w)| = ant1 — [To(w)] = [Ta(w)] = W(w)
= 81 |To(w)] Z ant1 et (TnXnp1)(w) <0, alors [Tpir(w)] — [Tn(w)| = —ani1 + |To(w)| — [Tr(w)] = W(w)
- si (TnXpp1)(w) 2 0, alors [Ty (w)| = [To(w)] = ant1 + [Tn(w)] = [Tr(w)] = W(w)
11 suffit alors d’établir que E(W) > 0.
Je note A = (|T,| = ant1, TnXnt1 > 0), B = (|Tn] = ant1, TnXpng1 < 0), C = (|Ty] < apt1, TnXpy1 > 0),
D= (|T,| < ant1, TnXpy1 <0) et F= (T, =0)
(A,B,C,F,D) est un systéme complet d’événements et on remarque que
W = apt11a — a1l + apyilc + (ang1 — 2A)1p + apg1le
donc
B(W) = an41P(A) = s 1P(B) + a1 P(C) + (ans1 — 2A)P(D) + an 41 P(F)
Comme T), ~ =T, et X;,41 ~ —X,41 et vue 'indépendance de T,, et X,,+1, on montre comme plus haut que
1 1
P(A) =P(B) = §P(|Tn| > apy1) et P(C) =P(D) = §P(0 < |Th| < ant1)
donc
E(W) > 2(an41 — A)P(C)
donc E(W) > 0 ce qui permet de conclure

eeeo[INeoeoe
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