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LA -
LA.1)

LA.2)

I.B -

I1.C -

1.C.1)

I1.C.2)

(10 pages)

Partie 1

1 Tode 1 n 1

Pour n > 2, on a anz——/ — == —[In(®)] 1:——1D< n )
n no1 t n n- n 1

1

+In(1 ! 1+ L ! + !
= — n —_ = — _—— — —_—
n n n n  2n? © n?
1

donc a,, S T donc, par comparaison a une série de Riemann, (3 an),~, converge .

n
o Puisque Vk > 2, a = % —In(k) + In(k — 1), par télescopage, Z ap = Z % —1In(n) = H, — 1 —1n(n)
k=2
n

donc H, =In(n) + 1+ Z ar =In(n)+ 1+ Z ar, + o(1) puisque la série (3 ay),, converge.
k=2

AinsiJA e R, H, = ln( )+ A+o0o(1) .

o On en déduit directement H,, ~ In(n) .

n—r oo

H
——n_
Sir<l,ona(n+1) CESE

(S ot ) (5 gty ) diveree

Sir > 1, prenons s tel que » > s > 1, on a (nl—Ll-Inl)T = o +Hl”)r_s (n—&l)s = 0<(n+1)5> car

= H, —— 400 donc, par comparaison a la série de Riemann divergente
n—oo

o +I—11")7,_s o o T%Z_s = 0 puisque 7 — s > 0. Par comparaison a la série de Riemann conver-

gente (z ﬁ) (z (nHT’H)> converge.

On conclut que : (Z %) converge si et seulement si r > 1 .
(n+1)") 5y

+oo iy
Viel— 1,1 n(1—t) =-S5 = d R=1).
o ] [, In( ) ; - (rayon de convergence )
oVtel—1,1], = Zt (rayon de convergence R =1) .

Le produit de Cauchy des deux séries ci-dessus a donc un rayon de convergence supérieur ou égal a 1 et
on a N
In(1 —t) (&1
vtel—-1,1], —2 =— " | = — ).
o = (85) () - £(24)

Donc t w est développable en série entiere sur | — 1,1 et V¢ €] — 1, 1], w =—> H,t".
n=1
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LD -
L.D.1)

I.D.2)

1.D.3)

L.D.4)

IL.E -

LF -
LF.1)

Pour (p, q) € N2, ¢+ tP(Int)? est continue sur 0, 1] et v/ tP(Int)? = t?T1/2 (Int)4 — 0 car p+ % > 0,
t—0

soit t?(Int)? =0 (1> donc t + tP(Int)? est intégrable sur ]0, 1] et donc I, , existe pour tout (p,q) € N?.
0

Vit

tp+1

t— S| et t — (Int)? sont de classe C! sur le segment [g, 1] donc par intégration par parties,

1

tp+1 Lyp+l (p)e—1
[ =|— (Int)? _/ LN 1) L
P p+1 . Je pH1 t

p+1
g I c (Ing)? .

it Vpe N, Vge N*, veel0,1], I =——I  ,———
So1t Vp q € ] [ D,q p+1 p,q—1 p+1

Puisque p > 0 et ¢ > 1, selon [1], I, — I g1 et I, — I, 4. De plus, ePT!(Ing)? — 0
e—0 e—0 e—0

donc, a la limite quand € — 07, la formule du [2] donne I, , = —%Ip’q,l .
p

q g1 1 ¢! /1
0 d I == - ). Iy, = (-1 — Iy, = tPdt =
n a donc Ipgq ( ot 1) < p+1> < p+1> 0,q ( ) (p+ 1)q+1 0,q avec lg g 0

1 q!
. — (19—t
1 donc I, , = (—1) ( G

+oo
On a Vvt €]0,1[, (Int)" "1 f(t) = Y. ant™(Int)"~L. Posons, pout t €]0,1[, un,(t) = a,t"(Int)"~*. On a :

n=0
e Vn € N, u, est continue sur |0, 1] et, d’apres [2], u,, est intégrable sur ]0, 1], donc sur ]0, 1], car r € N*;
e selon ci-dessus, Y u,, converge simplement sur ]0, 1] vers ¢ — (Int)"~! f(¢) qui est continue sur ]0,1;

1 1
_ _ |an|
e Vn € N, / up(t)|dt = |an / t"[(Int)" " dt = (=1)" " Yan Iny—1 = (r — 1)l——— et, par
O! \ |an] ; | | (1) an] ( mt D)

1
hypothese, (Z (n|i”|1)7> converge donc (Z/ |un(t)‘ dt) converge .
0

Le théoreme d’intégration terme a terme s’applique et, sachant

1
r— an
/0 up(t) dt = ay In -1 = (—1) 1(T_ 1)!m7
1 I Qa
on obtient : /0 (Ine)" = f(t)dt = (1) (r = 1)! T;) m :

(1—1)

Pour 7 > 2, on applique [E] & f : t — lnlj qu’on sait depuis [C.3] étre développable en série entiere
sur | — 1,1[ avec comme coefficient de t" dans ce développement, a, = —H,. C’est légitime puisque

M — L 9 S\
(Z e > CESl est alors convergente d’apres [B].

1 +oo
On obtient donc /0 (lnt)"l% dt = (=1)""(r — 1)!;:0 CFSIG soit

—+oo

vre N*\ {1}, 5, = z:% (ni{nl)r = (5_1)13' /0 (lnt)r71M dt .
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1.F.2) Pour [¢,d] C]0, 1], on a, par intégration par parties,

/d M(lnt)Fl dt = —M(lnt)“1

1-t¢ 2

1 (1 - )2 (nty?

2 t

+ dt

C

(&)

_ (In(1 — c); (Ine)"=!  (In(1—d)) (Ind)"* M l/d (In(1 =) (Int)"—2

- dt.
2 2 t

Or (In(1—c))*(Ine)™=t ~ a«mw*mo, (In(1—=d))*(nd)"! ~ (In(1-d))*(d—1)""* — 0

c—0+ 3 d—1— d—1—
In(1 — Int) 2
carr —1 > 0. Enfin w : tH(n( t)z(nt)

est continue sur ]0,1[, w(t) ~ t(lnt)""2 —— 0
t—0t+ t—0+

donc ¢ est prolongeable par continuité en 0 , v/1 — tw(?) ™ (=1)"=2(In(1 — t))2(1 —t)r=3/2 P 0
t—1- t—1-

(car r > 3/2) doncw(t) = o (\/117t> et donc w est intégrable sur ]0, 1[. Tout ceci justifie un passage
t—1- —

a la limite pour (¢,d) — (0, 1) et donne, avec le résultat du [1], la formule

" 1 n — 2 n r—
vre N\ {1}, S, = 2((:)2)!/0 (In(1 t)z)f (2

2

1 [ (In(1—t¢

I.F.3) ¢ En particulier, Sy = 3 / M dt. Effectuons dans cette intégrale le changement de variable
0

. . . L [ (Inw)?
C'! et strictement décroissant v = 1 — ¢, on obtient Sy = 5 / 1 du
0 — U

o Appliquons le résultat du [E] ar = 3et f: ¢ — 11—75 qui est bien développable en série entiére sur |—1, 1]

avec comme coefficient de t" dans son développement, a, = 1 donc (Z m'i”l)g> = (Z (714‘11)3)

1 2 too
1 1
série de Riemann convergente. On a donc /0 % du = 23:0 CESY =2¢(3) et donc S = ((3) .

Partie II
II.A -
ILA.1) ~: tes t" et est continue sur ]0,+oof, 7(t) ~ 1= L avecl—z < 1et2to=le™t — 0
t—0t t t— 400

donc () e © (t%) donc t — t*~Le~t est intégrable sur ]0, +o00] .

II.A.2) Par le changement de variable C'! et strictement croissant u = % dans l'intégrale définissant I', on a

+o00 +oo +oo
I(z) = / t* et dt = / (au)"’”*le*a“a du = of/ W lem " du
0 0 0

P()

x

—+00 +oo
donce / u® e " du existe et / wWlem M duy =
0 0 o

I1I.B -
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I1.B.1)

I1.B.2)

I1.B.3)

I1.B.4)

I1.C -
I1.C.1)

I1.C.2)

I1.C.3)

I1.C.4)

Pour z > 0 ety > 0, ¢ : t > t* 11 —¢)Y"! est continue sur |0, 1], ¢(t) ~, trl = tl% avec
t—0
l—xz<letot) ~ (1—-t¥tl= W avec 1 —y < 1 donc # est intégrable sur ]0,1[ et donc
t—1- -

1
V(z,y) € (Ri)Q, Blx,y) = / t*7 (1 —t)¥~1 dt existe .
0

0
Le changement de variable C'! et strictement décroissant u = 1—t donne B(z, y) = / (1—u)* a1t (—du)
1

soit V(z,y) € (Ri)z, Bz, y) = By, x) .

Par intégration par parties avec u(t) =t et v/(t) = (1 — t)¥~1, on a, puisque tous les termes existent,

1 T 1 1
B(w—l—l,y):/o t*(1 —t)vtdt = [—t(ly_t)yLJr;"/o "1 —t)vdt

T

= /Oltx—l(l )1 —t)dt = i/ol(tx—lu et g1 t)y_l) &

= gwx,y) — Bz +1,y)]

done LY B(w+1,y) = LB(x,y) et donc V(x,y) € (RY)?, Blz+1,y) = nyﬁ(w,y) .

Selon [3&2], B(z + 1,y +1) = %Wﬁ(myy +1) = ﬁyﬂﬁ(y +1,z) = #@/4—1 %_Fyﬁ(y,x) =

Ty kgl ) done Viwy) € (RL), o+ 1y +1) = st oo Blany)

Si la relation (R) est vraie pour > 1 et y > 1, on a, selon [B.4]

(z+y)(r+y+1) (z+y)(z+y+1)T(z+ 1) (y+1)

(z,y) € (R})?, Blz,y) = o Bla+ly+1) = o R
_@+yle+y+1) () yI'(y) _ I(@)I'y)
xy (z+y+Dz+y)l(x+y) Tlx+y)

donc si (R) est vraie pour z > 1 et y > 1 alors elle est vérifiée pour tout z > 0et y >0 .

; —_u 1 (0} — 1 ; ;
Soit O(u) = T 0 est O swr 10, +o0] avec Yu > 0, ¢'(u) = L donc 6 est strictement croissante
sur ]0, +oo[ et on a lim+ O(u) =0 et lir}rl O(u) = 1. Ainsi le changement de variable ¢ = 6(u) dans
u—0 U—+00

B(x,y) donne

Blz,y) = /;Oo <1iu)$1 <1iu>y1 (11”11)2

5 +o00 ux—l
't v R* = 7d .
soit V(z,y) € (R})", B(z,y) /0 1+ u)™*v u

Puisque z+y—1 > 0, t = e **t¥~! est continue sur R donc la primitive de cette fonction qui s’annule
t

enOest Fy,: t— [ e “u"t¥"!du et, comme Vu € [0, +oof, e “u®+¥~! > 0 et que ['(x + y) existe, on

0
abien Vt e Ry, F, ,(t) <T(z+vy) .

x—1
Soit g : (a,u) — WFMJ(U +u)a). On a:



Centrale, 2015, MP, II 5/10

e Vu € [0,+00[, a+ g(a,u) est continue sur R car Fj , est de classe C! sur R;
e Va € Ry, urs g(a,u) est continue (par morceaux) sur [0, +oo[ car z — 1 > 0 et F}, ,de classe C! sur
Ry
r—1 z—1

u ) Y u
e Va e Ry, Vu € 0,400, |g(a,u)| < =% 555 I'(z +y) d’apres [3] et u > A+

(1 +u)*v I'(z +y) est

intégrable sur [0, +oo[ selon [2].

Le théoreme de continuité des intégrales a parametre donne que G est définie et continue sur R .

II.C.5) On peut appliquer le théoréme de convergence dominée pour a — 400 car:

r—1

o Yy € [0,400[, a(l+u) o oo donc Yu € [0, 4+o0[, g(a,u) e i1 _t W) Iz + y);
r—1
u : .
o U T+ a v I'(x + y) est continue (par morceaux) sur [0, 4+o00];
~1
e on a la domination vue au [4]: Va € Ry, Vu € [0,+o0, |g(a,u)| < OECW I'(x + y) avec
r—1
u . 7
u T+ I'(x + y) intégrable sur [0, +o0].
“+o0 uazfl
Donc G(a) o /0 At I'(x + y) du soit, avec [2], aEIJIrlooG(a) =T(x+y) B(z,y) .
I1.C.6) o Avec la notation du [4] et [c,d] C RY :
e Va e Ry, u+ g(a,u) est continue (par morceaux) et intégrable sur [0, 4+o00];
dg N Vi / __urt —(14u)a
e Vae Ry, Vu € [0,+o0], %(a,u) =T+ (14u) F , ((1+u)a) = T+ 0o (I4u)e ((1+

u)a)gchy_1 = a" TV~ (IHw)ay =1 exigte;
o Vu € [0,4+o00], a %(a,u) est continue sur Ry car z +y —1 > 0;
e VaeR,, ur %(a,u) est continue (par morceaux) sur [0, +oo[ car x — 1 > 0;

e Va € [c,d], Yu € [0, +o0], ‘%(a,u)‘ L drtyvlem(Hweyr—1 — grdy—le—c gmcuy@=l of g 1y e~ Uy~ !
est intégrable sur ]0, +oo] selon [A.2] puisque ¢ > 0.

Ainsi le théoréme de dérivation des intégrales & parametre donne que G est de classe C! sur [c,d] .

o Ceci étant valable pour tout [¢,d] C R%, on a G de classe C! sur RY, .

II.C.7) De plus, la formule de dérivation donne, dans ce cas,

+o0 dg +oo
Va € R, G'(a) = “Z(a,u)du = a” ¥ e e Uy duy
" 0 da 0

soit, avec le résultat de [A.2], Va € R, G'(a) =T'(z)a¥ e .

I1.C.8) On a donc V(a,d’) € (Rj_)2, G(a) — G(d) = / G'(t)dt = T'(x) / ty=te~tdt. Or G(a) 2 I(x +

y) B(z,y) d’apres [5], G(a’) —= G(0) car G est continue en 0 selon [4] ce qui donne G(a’) = 0
a’— a’—

car Fy ,(0) = 0. D’autre part, / tv=lemtdt ——  T'(y) donc, en passant & la limite, on obtient
' a’ (a,a’)—(+00,0)

Nx +vy) B(z,y) —0=T(2)I'(y), or T'(x +y) # 0, donc Vo > 1,Vy > 1, B(x,y) = % .

Partie 111

8l

IILA - V2 >0, n(I'(z+1)) —In(I(z)) = In [} = Inz done, en dérivant, Vo > 0, ¢(xz + 1) — ¢(z) =
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IIL.B -
II1.B.1) ¢ Selon les résultats admis au [II], T' est de classe C'*° sur |0, +o0[ et ne s’y annule pas donc V& > 0, y +—
[. En particulier, V(z,y) € (Rj_)z, gg (z,y) existe .

I'(z)T e8]
w = B(x,y) est de classe C* sur |0, 400
vt e
@) T(y) [I'y)  T'(z+y)
Mty [Ty) Tty

donc V(z,y) € (Ri)Q, %(x,y) Bla,y) (¥(y) — vz +y)) -

> B(x,y'). Ainsi y — B(x,y) décroit sur R

II1.B.2) Siy < ¢/, Vt €]0,1[, t(1 —t)¥ > t*(1 — t)¥" donc S(x,y)

85( ) 0. De plus, V(z,y) € (Rjr)z7 B(x,y) > 0 donc, grace a la

II1.B.3) En conséquence, V(z,y) € (Ri) oy @
formule du [1], V(x,y) € (Ri)Q P(y) < + y) ce qui montre que ¢ est croissante sur RY .

[W(+k+1)—y(z+k)] =

[
M=

II1.C -
II1.C.1) Pour tout > —1 et n > 1, par télescopage, Y(z +n+1) —¢(z+ 1)
k=1
n n
> %—i—k d’apres [A]. En particulier, pour z =0, ¢p(n+1) — (1) = Z % donc, en soustrayant membre
k=1 k=1
a membre,

1 1
k x+k

wﬂ):w@+n+1%wﬂw+U+§:(i—xik)~

¢(n+1)—¢(1)—¢(m+n+1)+w(ax+l):Z

k=1

soit Vo > =1, Vn 22, ¢(z+1)—

p + 1 donc, par croissance de v,

III.C.2) Onal0<z+1<
n+p n+p 1
0< 1) — < 1) — = kL+1)— (k)] = —
P +n+1)—9n) <dpp+n+1) —Pn) g;w<+ ) — ¢(k)] g;k
n+p 1 1
et Z = = H,yp — Hy—1. De plus, puisque Vk € [n,n + p], 3 < 7, on obtient
+1
0<Y(@+n+1) = () < Hypp— Hooy < e
II1.C.3) Pour z > —1, la série > ( #> est convergente car 1__1 _ De plus,
= x+k k x4k (k:+x) koo I<;2
PEtLl . done I'inégalité du [2], donne

s x > —1 étant fixé donc p = E(z) + 1 également, on a “— .
n oo
1(n) —— 0. En particulier, ¢)(n + 1) — ¢)(n) —— 0. Or I'égalité du [1] donne
n—oo n—oo

Y(r+n+1)—
Y(E+1)=W@+n+1)—9¢(n)— (Yn+1) - +Z< x+k>
—— :w k=1

n— oo

donc Vo > —1, ¢(z+1) = +Z<_—|—k)
x
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ITIL.D -
II1.D.1) ¢ Posons, pour n > 2, v,(z) = % - x—i—% On a:
() (=DM k!
o Vn € N*\{1}, v, est de classe C* sur |—n, +oo[ donc sur [—1, +ool avec Vk > 1, vy ' (z) = W;
z+n

o V> —1, v,(x) ete % donc la série (> vn)n>2 converge simplement sur [—1, +o0];

, ||v7(1k)||;1’+°°[ = # donc, puisque k + 1 > 1, la série (Z vﬁP) _, converge

normalement donc uniformément sur [—1, +o0][.

e Pour k > 1

nz

Donc le théoreme de dérivation terme a terme s’applique et g est de classe C° sur [—1, +o0] .

- 0y = (ZDMIR
o Et Vz € [~1,400[, Yk € N*, ¢®(z) = Zv,(lk)(x). Or vy ' (0) = w done g¥)(0) =
n=2

—+oo
(~1)FRE Y gl soit Yk € N7, g (0) = (1) kL (C(k +1) 1) .
n=2

II1.D.2) ¢ La formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre n en 0 s’écrit, pour x € [—1, +0o0],

n k) nt1 1
-3 90 (1—t)" g™t (ta)dt
k! ' Jo
k=0
donc
L)) n+l pl
g™ (0) | _ |zl | (n
Vo> -1, |g(z)— Z k:! 2" < S (1=t gtV (ta)| dt.
k=0
Or Vvt € [0,1], Va > -1, [g" ™V (ta)| = |(-1)" (n+ 1)'+f+ <(n+1) +§°:° D S
Y ’ (p+ta)+? p=2 (p— 1)

=2
pour tout p =2 2, 0 < p—1< p+tx et, dautrepartv > 2, 5 car n > 0. On

1 1
<
(p—1" = (p-1)
obtient donc :

g(k) |x‘n+1

Ve > —

Z / (1—1)" (n+ 1)1¢(2) dt = |z|"T1¢(2) {,(1 _ t)”“} !

7’L' 0 0

et donc Vx > —1, ¢(2) Ix\"“ .

" gk
_ g '(0) *| <

o Mais, si x €] — 1, 1[, ¢(2) |z ——— 0 donc I'inégalité ci-dessus implique que
n—-+0oo

g(k) 2k
Vo el —-1,1], Z — g(z)

n—-+oo

et donc g est développable en série entiere sur | — 1,1] .

II1.D.3) Avec I’égalité vue au [C.3], o,n obtient

+oo
voel =11l vt )=o)+ Y (- 737 ) =00+ (1- ) e
)
:¢(1)+x+1+zg n'(O)z"
n=0 :
+oo +oo

=(1) + z:(—l)"'~'1 z" +g(0) + z:(—l)"'"1 (Cn+1)—1)a" selon [1]

n=1 n=1
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IV.A -

IV.B -

ce qui donne bien Vz €] — 1,1, ¢(xz+1) )+ Z D (n41) 2"

Remarque: Une autre démonstration de cette formule est possible a 'aide d’une famille sommable.

Partie IV

o Comme on I'a signalé au [III.B.1], pour tout x > 0, y — B(x,y) est de classe C*° sur R* . Notamment

Vo >0, B(z) = 28

i (z,1) existe .

© Reprenons 1’égalité vue au [IIL.B.1]: V(z,y) € (Ri)2, a—ﬁ(g:,y) = B(z,y) (w(y) — Yz + y)) On en
déduit :

2
W(w,y) € (R}), gyg(:v, y) = %(% ¥ (W) — Y@ +y)) + Bz, y) (V' (y) — ¥ (@ +))

= Bla,y) () — (@ + )" + Bz, y) (V' (y) — V' (x +1)).

1
Or Bz, 1) = /0 1 g = % done Yz > 0, @B(z) = (¥(1) — (e + 1)) + /(1) — ¢/ (z + 1)) .

¢ Puisque I'' est C°° sur R et ne s’y annule pas, ¥ est C° sur R’ donc B est de classe C>° sur R .

IV.B.1) Soit = > 0 fixé. Posons h(y,t) =t*"*(1 —¢)¥ ' =t""texp[(y —1)In(1 —¢)]. On a:

Vy € R%, t+— h(y,t) est continue (par morceaux) et intégrable sur 0, 1[ d’apres [IL.B.1];

V(y,t) € R% x]0,1], g%( t) =In(1-t)t* "1 (1—t)y~Let g2 h(y, t) = (ln(l—1&))219"_1(1—1&)9_1 existent;
e pour tout ¢t €]0,1[, y — gh (y,t) et y — g }Ql(y,t) sont continues sur R* ;
Oh

e pour tout y € RY, t — g—Z(y,t) est continue sur ]0, 1], oy (y, 1) o t* avec x > 0 et %(y,t) et

0 (ﬁ) car (1 —t)V=Y21In(1 —¢) = 0 donc t >+ %Z(y,t) est intégrable sur ]0, 1[;
9%h

) pourtoutyE]Ri,tHa 5

soit ¢ tel que 0 < ¢ < 1, on a la domination pour y € [c, +o0] :

(y,t) est continue (par morceaux) sur ]0, 1[;

2
vt €]0,1],

ay};(y,t)‘ — (In(1— )% (1= 1)1 < (In(1 — ) (1= 1) = H(t)

avec H continue sur |0, 1[, H(¢) L =t H(t) LS © <\/%> donc H intégrable sur |0, 1[.

Ainsi le théoréme de dérivation des intégrales & parametre s’applique et y — B(x,%) est de classe C?
sur [c,+oo| et sa dérivée seconde est donnée par dérivation sous l'intégrale. Ceci donne, en y = 1,
1

Vo >0, B(x) :/ (In(1 —t))Qt””_ldt .
0

1
IV.B.2) De la méme facon, on obtiendrait Vp € N, Va >0, B® (z)= / (In(1 — t))2 (ln(t))pt""/’*1 dt .
0
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—1)r Y (In(1 — 1) (Int) 2
IV.B.3) Selon [I.F.2],Vr > 2, S, = 2((r )2)|/ (n( )Z (n?) dt. Mais, ona Vr > 2, Vo > 0, BU~2)(z) =
-1 Jy

/1(ln(1 - t))2 (In(t))" "2 ¢~ 1 dt et
0

(In(1 — t))Q(ln 62
t ’

-2

o Wt €]0,1[[, (In(1—1#))* (In(t))" > =~

2
In(1—¢)) (Int)"2
ot (In( )2 (Int) est continue (par morceaux) sur |0, 1[;

z—0t

et cette

2 r—2
e on a la domination Va € R% , V¢ €]0, 1]], ‘(ln(l - t))2 (ln(t))r_2 tl_l‘ < (n(1 - t)2 |Int]

fonction dominante est intégrable sur |0, 1[ d’apres [I.F.2]

En appliquant le théoréme de convergence dominée pour z — 0%, on obtient

! (n(1 - #))* ()2
BUI(z) / (n(l=1) W)=
z—0+t 0 t
_ =D (r—2)
et donc S7- = m rll)rél+ B (.I‘) .

IV.B.4) Notamment, Sy = % lim B(z) et la formule du [A] jointe au développement trouvé au [II1.3] donne

z—0t

B@) = 2[00) -+ )+ @0 - v+ )]
= % [(wu) — (1) = ¢(2)z + o(x))* + (¢(2) — ¢(2) + 2¢(3)z + o(g;))]
=, 203) +o(1)

ce qui redonne bien Sy = ((3) .

IvVv.C -

IV.C.1) o 1 est de classe C* sur R donc ¢ est de classe C sur | — 1,400 .

¢ La formule de Leibniz donne, pour tout z €] — 1,400 [ et tout n > 2,

n—1

P (@) = (P(a+1) =P (1) (@+1)+ > (Z) ¢ (@1 (@4 1) 49 (1) (Y (1) (1)) =y " (a+1)
k=1

n—1

done ¥ > 2, ™(0) = (Z>w<k>(1>w<"—k><1> — ()

k=1

IV.C.2) Selon [A], B est C* sur ]0,+oc et , selon [B.3], Vp € N, B®)(z) — 2(=1)"p!Sy42. Le théoreme
x—0

de prolongement C'>° donne que B se prolonge en une fonction B C™ sur [0, +o0[ et telle que Vp €
N, B®(0) = 2(—1)Pp!S,42. B admet donc un développement limité & l'ordre r — 2 en 0 donné par la
formule de Taylor-Young;:

r—2
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r—1 r—2
: = _p@) 100 | _ = 2?(0) >
Mais Vx > 0, B(x) = B(z) = g il L;O 7!35‘1 +o(z" )| = pgo pr +o0(z"72) car
o - ¢@t1(0)
©(0) = 0. Par unicité du développement limité, on a donc Vp € [0,r — 2], 2(—1)PSp42 = HCES n

(r=1)
particulier, Vr > 2, 25, = (—1)" %1()0) Et, pour r > 3, la formule du [1] donne

2

[Z ("3 )eoa >w<r—1-k><1>—w><1>].

k=1

D’autre part, le développement en série entiere trouvé au [ITI.D.3] donne (™ (1) = (=1)"n!¢(n + 1)
pour tout n € N*. On a donc

28 5 (r - 1) DEFEIC(R+1) (1) =1 = K)IC(r — k) — (1) rI¢(r + 1)
k=1
— (5__11;! L_l SN (y__llz’ B = L RICGE  1)Cr k)~ (1))
soit 25, =r{(r+1) — 5 C(E+1)¢(r—k).
k=1




