N

N

%)

CONCOURS COMMUN INP 2023
CORRIGE DE MATHEMATIQUES 1- MP

m.laamoum@gmail.com

EXERCICE 1

Q1. On utilisant la formule du produit matriciel, la fonction produit (A,B) qui renvoie AB peut

étre définie comme suit :

def produit (A, B):
if len(A) != len(B[0]) or len(A[0]) != len(B):
print ("Les dimensions des matrices sont incompatibles.")
return None
n = len(A)
C = [[0]*n for i in range(n)]
for i in range(m):
for j in range(mn):
for k in range(n):
CLil[j1 += A[il[k] = B[kI[j]
return C

Q2. Un graphe est non orienté si, et seulement si, sa matrice d’adjacence est symétrique. La
fonction oriente(A) qui retourne True si le graphe est orienté et False sinon peut étre définie comme

suit :

def oriente(A):
n = len(A)
for i in range(n):
for j in range(n):
if A[il[j] '= A[jI1C[il:
return True

return False

Q3. En utilisant le résultat admis, la fonction distance(A,i,j) qui renvoie le nombre minimal
d’arétes que ’on doit parcourir pour atteindre le sommet j depuis le sommet i peut étre définie comme

suit :

def distance(A, i, j):

p=1

B = A

while B[i]l[j] == 0:
B = produit (A, B)
p=p+1

return p

Q4. La requéte SQL pour extraire les identifiants de tous les clients provenant de la ville de

"Toulouse" est :

SELECT id FROM CLIENTS WHERE ville = ’Toulouse’;
Q6. La requéte SQL pour extraire les emails de tous les clients ayant "SCEI" comme partenaire
est :

SELECT email FROM CLIENTS
WHERE id IN (SELECT id_client FROM PARTENAIRES WHERE partenaire = ’SCEI’);




EXERCICE 11

On définit la fonction f : (z,y) — 22 — 2zy + 25> + =% sur R2.

Q6. Soitp:zr—ax—e " ona ¢ (r)=1+e"", donc  est strictement croissante et xli)rzloocp(x) =
—00 , xkrfoocp(x) = 400 , le théoréme des valeurs intermédiaire (généralisé ) donne ¢ admet une
unique solution, « sur R.

De plus on a ¢(0) = —1 donc « est strictement positive .

Q7. (x,y) est poit critique de f si et seulement si il annule les dérivées partielles de f , il est donc

solution de
%(x,y) =2r—2y—e*=0
L(x,y)=—20+4y=0

ce qui est équivalent a
T =2y
r—e =0

Donc f posséde un unique point critique (a, %) , (a Dunique solution de l’équation x = e™* ).

Qs. La matrice hessienne de f et (z,y) est donnée par
0% f 24+e % =2
H x, = ,Z'7 =
7(@.y) <8xi8x]~( y)) 1<i<2 ( -2 4
1<j<2
donc

« 24+a -2
Hila, - | =
f( 2) <—2 4)

C’est une matrice symétrique réelle donc elle est diagonalisable , elle admet deux valeurs propres

réelles \ et p vérifiant :
M=det Hy (a,§) = 4(a+1)
A pu=TrHf(a,§5) =a+6

« est strictement positive donc Ap > 0 et A+ p > 0, par conséquent A > 0 et g > 0, ainsi est définie

8]

positive et (@, §) est un minimum local.



PROBLEME

Dans tout le probléme, « est un réel appartenant a 'intervalle |0, 1[. On pose :

7 1 .,L,afl q 7 +o0 (,L.afl d
== t =
() /0 Tz e () /1 e

Partie I - Calcul d'une intégrale a I'aide d’une série

Q9. Par comparaison aux intégrales de Riemann , on a
xafl a—1
> ~ et 1 —a €]0,1] donc z — est intégrable sur 0,1] .
1+ x a0 pl-@ 1+2x
xafl xafl
2 gi_;ioo a et 2 — «a €]1,2[ donc z — T2 est intégrable sur [1, +oo|.
o

Donc x + I est intégrable sur |0, +ool.
x
1
Q10. Par le changement de variables t = — , dans J(«) ,on obtient :
x

1 t—a—i—l dt 1 t—a
(@)= |} 1+ 2 Jy 1+t (1-a)

Q11. 1"tentative :

+oo
> Soit x € ]0,1[, on a Z(—l)"w" donc :
n=0
=) (=)™ = fn(x).
1tz n=0 n=0

> Ona linr% fu(z) = (=1)" | et la série Y (—1)" diverge , le théoréme d’interversion de limite
T—r

<
et Y assure que la série de fonctions Y f,, ne converge pas uniformément sur |0, 1] .

Q12. 2°tentative :
> Ona

a—1

e (S,,) converge simplement, sur |0, 1[ , vers x — qui est intégrable sur ]0, 1] .

e Les fonctions f,, sont intégrable sur ]0, 1] .

e Pour tout = €]0.1[, on a :

Sp(x) = zn:(_l)kxk+o¢—1 _ xa—l(l _ (—x)”+1)

=0 1+

donc
()| < L) et
" - 14+ - 14z

a—1

la fonction x +— est intégrable sur 0.1].

Le théoreme de convergence dominée donne :

lim /01 Sp(x)de = /01 lim Sp(z)dz = I(«)

n—-4o0o n—-+40o
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Qui s’écrit

> Ona
/ f da:—/( )n n4+oa— 1d.iL' _ (_1)n
" n+«
donc N
o0
=k
I(a) =
(@) ;}Wm
Q13. D’apres la question Q10 on a
DI
Ja)=1(1-a)=
n:On—i_l_a n=1 o
donc :
1xa71 +o00 xafl
I J = d d
(@) + J() /01” x+/1 L da
—+o0 a—1
:/ x dzx
0 14z
+oo 400 -1
1" —1)"
SISV G}
— N+« — n—«
n=0 n=1
1 = 1 1
= — —ln —
a+nZ::1( )(n—i—a n—a)
1 K (="
= —+2 —_
oz+ anz::la2fn2
D’ou
“+o00 xoc—l
— + 2«
/0 1+:L‘ + Za2—n2

Q14. On admet la formule suivante :

Vr € R, cos(azx)=

™

Pour t =0on a

™

+oo ga—l T
/ dr = —
o 14w sin(ar)

in(ra = «
L (3 S ).

ce qui donne

Partie II - Lien avec la fonction Gamma .

Dans toute la suite, on pose :

et

. +o0
sin(ma) (1 N Z(_l)n2a cos(nx)

)



Q15. Par comparaison aux intégrales de Riemann , on a

> t& et oy et 1 — a €] — 00, 1[ donc t — t* Le™t est intégrable sur ]0,1] .

—0 tl-z .

>tTlet = o <

t—+o00 12

Donc t + t*~1e~t est intégrable sur |0, +oo[ pour tout = € |0, +oo[ , par suite I' est bien définie sur
10, 4-o0[.

Q16. Par comparaison on a

> pour tout € |0, +oo[ donc ¢ > t*Le~ est intégrable sur [1, +ool.

toe—l
e
t+1

a—1 a—1

1 est intégrable sur |0, +oo[ (d’apres Q9) donc t — —

ta_l
t+1

—xt

e est intégrable

> La fonction ¢ — ;

sur ]0, +o0o[ pour tout x dans [0, +o0o[. Ainsi f, est bien définie sur [0, +o0].
a—1

t+1

> La fonction (z,t) — e~ est continue sur [0, +-00[x et elle est dominée par une fonction

a—1
7 sur 10, 4+00[ , donc f, est bien définie et continue sur [0, +o0].

intégrable ¢ —

a—1

+1

t
Q17. La fonction g : (z,t) — ; e ™ est de classe C! sur [0, +0o[x ]0,+oo[ ( théoréme des

opérations élémentaires ) et

Pour tout segment [a,b] C 0,400 (a <b ) on a

9%

G:U(%t)' = .

t+1

e = p(t)

1
puisque ¢(t) A 0 et ©(t) = o(t—Q) alors ¢ est intégrable sur ]0, +oo[ , donc f, est de classe C! sur

[a,b] , pour tout [a,b] C ]0,+oo[ , par suite elle est C* sur ]0, +-o0[ et

+oo &
Vx €10 ' (z) = —/ ot
xe] 7+OO[7 fa(x) 0 t+1e

Q18. Soit (uy) une suite |0, 00| qui tend vers +oo , on a alors :

a—1
>> La suite de fonctions ¢ — me_“"t converge simplement vers 0 sur |0, +o00] .
a—1 a—1
> La fonction ¢ +— o 16_""t dominée la fonction ¢ — qui est intégrable ]0,+oo[ Le

théoreme de convergence dominée donne lim faluy) = 0.
n—oo
D’apres la caractérisation séquentielle de la limite on a le falz) =0.
x oo

Q19. Par comparaison aux intégrales de Riemann , on a

—t —t
e 1

> — ~ — et «a€]0,1] donc t — — est intégrable sur |0, 1] .
tOé t—0 tO{ tOé

S ! tout a €]0,1[ d Frs S est intégrabl [1,+00]
o 10 O\ gz ) pour tout a , 1[ donc Ja est intégrable sur [1, +oof.

Ainsi t — etT est intégrable sur ]0, +o00[ pour tout a €]0, 1].

—t —t —t
Lintégrale [[7°° &_dt converge, donc lim [*&—dt = ("> & _dt et
g 17 8¢, oo 5 17

+o00 eft +o00 eft x eft
[ [ [
z A 1 te 1 te =400

lim —dt =0
ta

d’ou



Partie III - Vers la formule des compléments .

Q20. Pour tout z €]0,+oo[ on a :

fal) -~ fo) = [T ety [T e
AT el = +1

_l’_
0

T U\ du
= ]Gt
0

u=tx X xr
1 ftoee

= — w e " du
% Jo
I'(a)

= =

Q21. Soit z €]0, +oo[, on a :g4(x) = T'(a)e® [/ % Lt

T

, +o00 e—t +o00 e—t /
X x
x X
+o0c0 ,—t +o00 x ,—t +oo ,—t / —x
écrivons € _dt= 6—dt — € _dt done e—dt - £ , par suite
T t> 1 e 1 @ z xre

g () = T(a) <ex /;OO et;adt - ;)

= ga(z) — o)

xa

Jao est donc une solution particuliere de 1’équation différentielle y — 1/ = (o) (E).

D’apres la question Q20 f, est solution de (E) sur ]0, +oo[ , donc

fa(z) = fo(z) = ga(@) — ga(2)
par suite
(fa(x) - ga(m))/ = foa(x) - ga(x)
et il existe A € R tel que
Vo €]0,+0], fa(x) — ga(z) = Ae®

On a de plus
R L [teoe
xhﬁngo fa(x) =0 et Ilggloe Jga(z) =T'(a) xhﬂnolo i —dt = 0.

ce qui donne A = 0 et Yz €]0, +00[, fol(z) = ga(z).

Q22. f, et gq sont prolongeables par continuité en 0 , donc lim f,(x) = lim go(z) , ainsi on a :
T—00 T—r00

+oo ta—l +0o0 e—t
/ dt = T'(a) / ¢t
0 t+1 0 te

o= 1
t+1

400 ,—1 +o0
/ et—ad = / t1=9= et qt = (1 — @)
0 0

M)l —a)=

Q23. D’aprés Qld on a [

dt = ——F— , de plus

sin(ar)

D’apres Q22 on a :

sin (o) (formule des compléments)



Q24. L’intégrale f0+°° et dt converge , on obtient par le changement de variable u = t2 :

1 1 1 1
—2 Y

J— — _T(=
/0 e " dt /0 u-2e” " dt (=)

la formule des compléments pour o = 5 donne I'(3) = /7 ainsi

+oo
0 2

Fin.



