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EXERCICE 1.

. est une matrice symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans une base orthonormée : ils existen
1 ©® Aest tri étri éelle d lle est di lisable d b th ce : ils existent
une matrice D diagonale réelle et une matrice P € O3(R) telles que A= P D 'P .

® Polyndéme caractéristique :

X-2 -1 —1
xa(X) = -1 X-2 -1
-1 -1 X -2
X—-4 -1 —1
01601;(72-‘1-03

X-4 X-2 -1
X—-4 -1 X -2

Lot Lo—1I,
Lae Ls—L, X—-4 -1 —1
= 0 X-10
0 0 X -1
Donc x4(X) = (X —4) (X —1)% et Spr(4) = {1,4} .
® Base orthonormée de vecteurs propres :
1 1
Ona E4(A)=Vect| 1 | ,soit V] = ? 1
1 1
On sait que E1(A) = E4(A)* donc dim Ey(A) = 2, soit (Vz, V3) une base orthonormée de Ey(A), on prend
1 1
Vo = \2@ -1 , V3 est orthogonal & V5 et a V3 donc V3 = Vo A V3 = ?
0 -2
® A=PD!PavecD=| 01 0 | P= g _g g ,
00 1 s g 8
et P71="tpP
2 0 0 L1y
Q.2 S0it B=PA' avecA=| 0 1 0 | ,ontrouve B= % % %
0 0 1 3 % 3
4" 0 0
Q. 3 On a par récurrence A" =P D" 'Pavec D=| 0 1 0
0 0 1
VS VR e Jreg domod g
On trouve P D™ = %2271\/3; ,%\/ﬁ %\/6 et A" = %2% — % §22" + % lo2n _ %
loznyz 0 —1y2y3 g2 -3 32 -3 32 +%



Q. 4

Q.5
Q. 6

Q.7

Q. 8

® A est diagonalisable donc son polyndéme minimal, 74 , est scindé & racines simples , les racines de 74 sont
les valeurs propres de A donc m4(X) = (X — 1)(X —4).
® Division euclidienne de X™ par m4(X) : 3 Q , R € R[X], vérifiant : X" = Q(X)7wa(X) + R(X) avec
deg(R) <2 ( R(X)=aX +0) .
On a alors A" = Q(A)ma(A) + R(A) = R(A) , 4" = R(4) et 1 = R(1) , ce qui donne :
a+b=1 4" —1 4 — 4" 4 —1 4—4n
, ce qui donne a = et b= et A" = A+ I3
da+b=4" 3 3 3 3
EXERCICE 2.

1
GL,(R) n’est pas fermé : soit la suite de matrice M = %In ona My € GL,(R) et My, i j O, , 0, ¢ GL,(R).
— oo
On a GL,(R) ={M € M,(R) / det(M) #£ 0}, soit ¢ : M,,(R) = R et p(M) = det(M) , on a ¢ continue ( car
c’est une fonction polynomiale des coefficients de M ) et GL,(R) = {M € M, (R) / o(M) € R*} = p~1(R*).
De plus R* est le complémentairede {0} qui est un fermé donc R* est un ouvert par suite GL,,(R) est un ouvert

comme image réciproque d’un ouvert par une application continue .

On a M — A, € GL,(R) si et seulement A ¢ Spr(M) .

® Si Spr(M) = @ ou Spr(M) = {0} on peut prendre p = 1.
Si Spr(M) # @ ou Spr(M) # {0} soit p = min {|A| /A € Spr(M) ,A#0}.0n a p > 0 car Spr(M) est
fini. Finalement YA € 10, p[ , A ¢ Spr(M) donc M — AI,, € GL,(R).

1 1
. SoitMe]\/[n(R),soitN6Ntelquelc>N:>%<p((;8u1rEk—J>r 0 ), donc si k > N alors
—+o00

1 1
M= 11, € GLy(R) et M~ oI, — M d'oit GLy(R) est dense dans M, (R).
—+o0

Soit A, B dans M, (R).

* SiBeGL,(R):
alors A.B = B7}(B.A).B donc A.B est semblable & B.A donc xa.5 = Xp.a - On a le méme résultat si
A e GL,(R).

® SiA¢ GL,(R) et B¢ GL,(R) :
Soit p > 0 tel que V¢ € ]0,p[ , B —tI,, € GL,(R). Donc si t € |0, p[ alors xa.(B—t1,) = X(B—tI,.).A -
Soit A € R on a donc det(A\l, — A. (B —tI,,)) = det(A\l, — (B —tI,,) .A) qui s’écrit :
det(AI,, — A.B — tA) = det(\l,, — BA — tA) , Papplication M — det(M) est continue , on fait tendre ¢
vers 0 on obtient alors det(Al,, — A.B) = det(Al,, — BA) . On a alors x4.5(A) = xp.a(A) VA€ R, dou

XA.B = XB.A-

1 0 0 0
® Soit A= et B = ona A.B=0yet BA=Bdoncmap(X)=X ,m54(X)= X2
0 0 1 0

Q.9 Onayp: M,(R) >R, o(M)=det(M) est continue et ¢(GL,(R)) = R*qui n’est pas connexe par arcs car les

parties connexes par arcs de R sont les intervalles donc GL,,(R) n’est pas connexe par arcs.



PROBLEME

Partie I - Exemples, propriétés

1 2 a a+2b
Q.10 A= soit & = onau(r)=Azx= donc
-2 1 b —2a+b
Ju(@)|® = (a+2b)*+ (~2a+b)?
= 5(a® +b%)
2
= 5|z

donc u est une similitude de rapport v/5.

Q. 11 Ona M'(4,-3) , N'(6,-7) , P'(8,—6)
On remarque les triangles MNP et M'N'P’ sont rectangle en N et N’, < m, NP >= < W, W >=0
Donc S(MNP) = % HWH HN_ﬁH - %\/Z\/I —1et S(M'N'P') = % HW HW - %mm =5.
On a S(M'N'P') = 5.8(MNP).

Q.12 * Soit u € Sim(E) de rapport k > 0, et x € ker(u) , on a |lu(z)|| = k| z|| = 0, donc ker(u) ={0} , u est un
endomorphisme bijectif donc il est bijectif.
1
De plus on a u~! € Sim(E) de rapport T
® OnaSim(E)C GL(E), (GL(E),o) le groupe linéaire , Sim(E) # & car idg € Sim(E).

Prenons u et v deux éléments de Sim(E) de rapportk, > 0 et k, >0, pour z € E on a :

leov™ @) = Jute™ @)
= ko7 @)

= Ky
- b

donc uov™! € Sim(E), qui est donc un sous groupe de GL(E).

Q.13 ® weLl(E),B=(e1,.,en)bondeE six= > wme ety= > ye; alors
1<i<n 1<i<n

T Y1

<z,y>= > zy= 'X.Y avec X = =matg(z) et Y = = matg(y) .
1<i<n

Posons M = matg(u).

® Si‘MM=1,etze€FEona:matg(u(z)) = M.X donc

lu(@)* = <wu(x),u(x) >
= YM.X)MX
= X'M.MX

= 'XX

I
A
8
8
V

Donc u € O(E).



Q. 14

Q. 15

Q. 16

Q. 17

Q. 18

® Siu € O(FE).alors pour tout z € E on a ||u(z)|| = [jz| donc *X.*M.M.X = 'XX , on obtient alors

EX. (MM —1,).X =0VX € R™.
On remarque que la matrice A = *M.M — I, est symertique et réelle donc diagonalisable , si A est une

valeur propre de A et V un vecteur propre associé a A alors :
WAV =XNVV =0

V # 0 donc A = 0, ce qui donne Sp(A) = {0} donc A = 0,d’ot ‘M. M = I,,.

1
Si u € Sim(FE).de rapport k, alors pour tout z € E on a ||u(z)|| = k||| soit Hku(a:) = |jz|| donc
1
Zu € O(E) , on en déduit :

1
u € Sim(E) de rapport k > 0 < ZUu€ O(E)

Donc u € Sim(E) de rapport k > 0 si et seulement si 3B b.o.n de E , M = matp(u) vérifie 'M.M = k?1I,,.

On vérifie que *A.A = 913, donc A est la matrice dans la base canonique de R® d’une similitude u de

rapport 3.
¢
La matrice de la similitude v~ ! est = A.

1 1
Soit f de O(E),u € Sim(E) de raport 3 donc u~! € Sim(FE) de rapport 3 et Fu€ O(E) ,3u~! € O(E)

par suite u"! o fou = (3u~!)o fo (%u) € O(E) car (O(E),o) est un groupe.

=)Soit u € Sim(FE) de rapport k > 0 et S(0,r) la sphere de centre 0 et de rayon r» > 0 .
Soit z € S(0,7) on a ||u(z)| =k ||z|| = kr donc u(z) € S(0,kr) et u(S(0,7)) C S0, kr) (1)
On a de méme u~1(S(0,7)) C S(0, %) , donc w~1(S(0,kr)) C S(0,7) ce qui donne :
S(0,kr) = u(u=t(S(0,kr))) € u(S(0,7)) (2).

Finalement de (1) et (2) on a :

u € Sim(E) = u(S(0,r)) = S(0, kr)

<) Supposons que u € L(E) transforme toute sphére de F en une sphére de E , donc Ir > 0 tel que
u(5(0,1)) = S(0,7) .

Soit x € E, x # 0 posons y = ,onay € S(0,1) donc u(y) € S(0,7) , ca.d |lu(y)|| = r ce qui donne

x
] ,
llu(z)|| = r||z|| , cette relation est verifiée pour x = 0,donc u € Sim(E).

Partie IT - Assertions équivalentes

=) u € Sim(E) de rapport k > 0 = %u € O(FE) donc v = (kidg) o (;u) .

<) Siu=(aidg)o(v) et v e O(E) a0 alors ||u(z)| = |af ||v(z)] = |a| ||z|| donc v € Sim(E).

On a ‘tAA = 51, , A est la matrice d'une similitude de rapport v/5 , on ecrit A = \/3.&.%14 avec
Y5 A € Oy(R).

On a det(‘/gA) =1 donc %2 A est la matrice d’une rotation .

5 5

2 2 2 2 2
® Onaz+yl”=lz["+2(|y) + lylI” donc [lz +y|I” — [z —y[” = 4(x [y).



Q. 19

Q. 20

=) u est une similitude de rapport k , donc pour (z,y) € E?

1
w@) lu) = 7 (lu@+yIF - lu@-y)*)
_k 2 2
i R )
= K (@]y
<) On a pour (z,y) € E? (u(x) | u(y)) =k? (z|y) , en particulier pour z = y ce qui donne u est une

similitude de rapport k.

Si (@ |y)=0et (u(@)|uly) =k (z|y) donc (u(x)|u(y)) =0.

Soit w un endomorphisme de E conservant l'orthogonalité et (e1, ea,. .., e,) une base orthonormée de E.
Soit (i, 7) € [[L,n]]*, ona (e +¢5 | e — e5) = lleill” = {ei | e5) + (e; | ei) = lles|* = 0.

Soit (i,5) € [1,n]]?, (e; + e; | e; —e;) =0 donc (u( e; +¢€;) | u(e; —e; )) =0, ce qui donne

lu(en)ll” = (ules), ule;)) + (ule;), ules)) = lle; | = 0 d'ott [fu (e5)]| = Jlu(ed)]| -

Soit k la valeur commune prise par tous les ||u(e;)|| .Pour ¢ € [[1,n]],|lu(e;)| = k et |le;]] = 1 donc
[l (ea)ll = K [lesl] -

n n
Soit x = Y w;e; donc u(z) = . xule;) et

i=1 i=1

Jj=1

lu@]? = <inu<ei>,2w<e]—>>

Z Z x;xj (u(e;), ule;))

i=1 j=1

si i # j alors (u(e;),u(e;)) =0 donc
lu(@)* =@ llules)|l”
i=1
= kQfo
i=1
= Kl

Ce qui démontrer que u est une similitude de rapport k .

Soit u : E — E et pour tout (z,y) € E2, (u(z) | u(y)) = k* (x| y)

(u(aw + By) — au(z) — fuy)u(z)) = (ulox + By) [u(z)) — a(u(@) | u(z)) = B (u(y) | u(z))
= lax+PBy|z)—al@|z)-Byl2)

donc c’est vrai pour z = ax + By , z = x et z = y ce qui donne ||u(ax + By) — au(z) — Bu(y)|| = 0 d’ou
u(ax + By) = au(zr) + Buly) et u € L(E).

u € L(E) et V(z,y) € B2, (u(x) | u(y)) =k (z | y) donc u € Sim(E) d’apres Q18.



