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Exercice 1: points a coordonnées entiéres sur une hyperbole
1. L'hyperbole coupe les axes aux points (1,0) et (—1,0).

2. Algorithme :
variables X,y : entiers;
début

pour y < 0 a 200 faire
pour x «+ 0 a racine(1 + 13y?) faire
si (22 —13y? = 1) alors
écrire (z,y);
fin si
fin pour z
fin pour y

fin

1. tout commentaire, toute remarque ou éventuelle rectification, concernant ce corrigé, seront les bienvenus



3. Programme avec Maple :
> for y from 0 to 200

do
for x from 0 to floor(sqrt(1 + 13 * y * y))
doif(z? — 13 * y? = 1) then printf("(d,d)",x,y) fi;
od;
od;

Maple donne deux solutions (1,0) et (649, 180).

Probléme : matrices " toutes-puissantes"

Partie I : quelques exemples

1. Le cas de taille 1

(a) Soit n € IN¥, alors on sait que tout nombre réel positif admet une racine n-iéme, autre-
ment dit 77 (IR) = [0, +o0].

(b) Les racines n-iemes de b = re'? sont de la forme {I/Fei(%Jr%Tw) avec k € [0,n — 1].

(c) 0est TPC puisque pour toutn € IN*, 0 = 0", et d’apres la question précédente tous les
nombres complexes non nuls sont TPC, donc 77 (C) = C.

2. Une condition nécessaire...

(a) Supposons qu'une matrice A est dans 7, (IK), donc pour tout n € IN* il existe une ma-
trice B € .#,(K) telle que A = B™ et donc det(A) = det(B") = [det(B)]", et comme n
est quelconque dans IN*, alors det A € T3 (IK).

1 2

(b) La matrice A = < 0 1

> ¢ T5(IR), car det(A) = —1 ¢ T1(IR) = [0, +-o0].
3. ... mais pas suffisante

Soit B = < CCL 2 > une matrice de .#,(IR) telle que A = B2, on obtient donc le systeme :

a?+bc=-1 (1)
(9) bla+d)=0 (2)
cla+d)=0 (3)
cb+d?>=-2 (4)

Sib =0, l'équation (1) conduit a une contradiction. Si a + d = 0, on obtient, par soustraction
de (4) de (1), a®> — d* = 1 ce qui conduit a une autre contradiction. Donc le systeme (5) est
impossible, ainsi une telle matrice B n’existe pas.

En conclusion, la condition donnée par la question 2. n’est pas suffisante puisque det(A) =
2 e Tl(]R) etA Qé TQ(]R).



4. Un cas ou A est diagonalisable

()

(©)

Le polyndmecaractéristique de A est —X3 + 5X2 —8X +4 = (1 — X)(X — 2)%, donc
les valeurs propres de A sont 1 et 2. Le sous-espace propre associé a la valeur propre 2
est engendré par les vecteurs (1,0,1) et (3,2,0), il est donc de dimension 2, donc A est
diagonalisable dans IR.

D’aprés ce qui précede, A est semblable a la matrice diagonale , il existe

O O =
SN O
N OO

donc une matrice inversible P telle que

1 00
A=pP| o020 |P!
00 2
1 0 0
Pour tout n € IN*, la matrice B =P | 0 ¥2 0 P~ vérifie I'égalité B" = A.
0 0 V2
Donc A € T3(IR), c’est a dire A est TPIR.
1 0 0
Pour n = 2, on prend la matrice By =P | 0 v2 0 P~!etpour n = 3, on prend
0 0 V2
1 0 0
lamatrice Bs =P | 0 25 0 | P
0 0 23
1 1 3
On choisit P = 1 0 2 | (lescolonnesde P sontles vecteurs propres de A ), donc
-1 10
2 -3 -2
Pl=[ 2 -3 —1 | etparconséquent
-1 2 1

2-v2 —343V2 -2+2
By=| 2—-2v2 —-344V2 —2+2
—242v2 3-3V2 2-2

et
2- V2 —3+3Y2 -2+
Bs=| 2-2¢2 —-3+4Y2 —2+2
—242¥2 3-3Y2 2-32

5. Un exemple de nature géométrique

(a)

(b)

On A'A = I, et det(A) = 1, donc A représente une rotation vectorielle, c’est la rotation
d’angle .

Pour toutn € IN*,ona: A = ( > , donc la matrice A est TPIR.

6. Le cas des matrices nilpotentes



(a) Si A € K estune valeur propre de N, alors il existe V' une vecteur non nul tel que
NV =XV

et donc pour toutn € IN, N"V = A"V = 0 et comme V # 0, alors A = 0 et par suite 0 est
la seule valeur propre de N, ainsi x5 (X) = (—1)? X? (le polyndmecaractéristique de N
) et dong, par le théoreme de Cayley-Hamilton, N? = 0.

(b) Supposons que N est TPIK. Soit n € IN* fixé, alors il existe B € .#,(K) telque N = B" et
donc N? = BP" = 0, donc B est nilpotente et par conséquent B? = 0, c’esta dire NV = 0.

Partie II : le cas ou le polyndmecaractéristique est scindé

7. Les polynémesP; = (X — \;)" sont premiers entre eux, donc d’apres le théoreme de décom-

10.

position des noyaux on a
ker x 4 (u) = ker(u — A\jidr)™ @ ... © ker(u — A\pidpr)"™.
Mais d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton ker x 4 (u) = IK?, d’ou 1'égalité demandée :
KPP =C1&...8Cy.

(@) Soit x € ker Q(u), alors Q(u)(v(z)) = Q(u) o v(x) = v o Q(u)(x) = v(0) = 0, donc
v(x) € ker Q(u), ainsi ker Q(u) est stable par v.

(b) Les polyndmesPF; sont des polyndomesen u, donc ils commutent avec u, et donc les sous-
espaces ker P; = C; sont stables par w.

Les polynomesQ; = % sont premiers entre eux donc par Bezout, il existe Ry, ..., R;, des
polyndomestels que Z
Q1R+ ...+ QR = 1.

k
On pose p; = R;(u)Q;(u). On a donc Zp,- = z‘d]Kp,pf =pietpiop; =0sii# j.
i=1
On vérifie facilement que Imp; C C;. En effet si € Imp;, alors x = p;(y) et donc

Bi(u)(z) = Ri(u)Qi(u) Fi(u)(y) = Ri(u)xa(u)(y) = 0.

On en déduit que z € C;. Dans ces conditions les deux décompositions IK? = Imp; @... &Impy,
et KP = C1 @ ... d C}, coincident nécessairement.
Soit x € C; et y tel que = = p;(y), alors

(uc,)"(x) = (uc; — Aiide;)"™ (Ri(u)Qi(u)(y))
= Ri(u)(X — Nidc,)" (u)Qi(u)(y))
= Rij(u)xa(u)(z)=0.

Donc uc; est nilpotent.

Dans une base %; de C; la matrice de uc, s’écrit donc A\;I,, + N; avec IN; nilpotente. Ainsi
dans la base (%, ..., B)) adaptée a la décomposition K? = C; & ... & C%, la matrice est de
la forme diag(Ap, Ip, + Ni,..., \p, I, + Nj) et par conséquent on peut trouver une matrice
inversible P telle que

A = Pdiag(\p, Iy, + N1, .oy \p, Ip, + Np) P71



11. Supposons que pour chaque n € IN* il existe B; € .#,,(K) telle que \;I,,, + N; = B}, alors la
matrice

B = Pdiag(By, ..., By)P™*

vérifie B" = A, donc A est une matrice TPIK.
Partie III : le cas des matrices nilpotentes

12. Une application des développements limités

(a) Par la division euclidienne, il existe () et R des polynomesde € IR[X] tels que

V=X"Q+R

avec R = 0oudeg R < p. Si R # 0, la quantité &Zj) =Q(z) + i;f) ne tend pas vers 0,
T T
donc nécessairement R = 0 et donc V = XPQ.

(b) Soitn € IN*.On a

11 11 1
1L Ll gy (L opa1
(1+:L')7_1L = 1+—$+M3:2+...+"(" )l ):Ep—l—o(:np)
= Up(x)+ o(zP)
1 i=-1 Ll —p+
avchn(x):l—F—x—l—%xz—i-...—i-"(" ) ('" P )wp.D'OfJ
n ! p!

L+ 2 = [Un(@) + o(@”)]" = [Un(@)]" + D ChlUn(@)]" o))" = [Un(@)]" + ofa?).
k=1

(c) On pose V() = o(zP). D’apres ce qui précede V' est un polyndéme, donc il existe un
polyndmeq tel que V = XP(Q et donc 1'égalité précédente se traduit par la relation :

1+ X =U"+ XPQ.

13. Application

(a) D’apres les résultats de la question 12, ona I, + N = (U(N))" + NP(Q(N) = (U(N))"
donc I, + N est TPIK.

(b) Soit A € IK*. Supposons que A est TPIK, donc pour tout n € IN¥, il existe 1 € IK non nul
tel que A = " et donc

N
Ay + N = AT, + ).

. N . N )
La matrice oY est nilpotente, donc I, + oY est TPIK, donc on peut trouver une matrice

N
B € #,(K) tel que I, + U B™, ainsi A\I, + N = (uB)", cest a dire \I, + N est TPKK.
14. Le résultat annoncée

(a) D’apres la question 10., toute matrice A € .#,(C) inversible est semblable a matrice de
la forme

diag()\llpl + Ny, ..., Akka + Nk),

ol les \; sont non nuls. Mais pour chaque i, il existe B; tel que \;I,, + N; = B}'. On
conclut donc avec la question 11.



(b) D’apres la question 6.b) les matrices nilpotentes non nulles ne sont pas des TPC.

15. Considérons la matrice non inversible A d’ordre 4 suivante :
0 0
=5 »)

01
=I3+NouN=1|0 0
0 0 1 0 00
sous-espace caractériosque associé a 1 est de dimension 1 ( engendé par e; = (0, 1,0, 0) donc
A est non diagonalisable. D’autre part, N est nilpotente ( N 3 = 0), donc B est TPIR, donc
pour tout n € IN*, il existe C' € .#5(IR) telle que B = C" et par conséquent A = [diag(0,C)]",
c’est a dire A est TPIR.

0
1 |.0Onaya(X)=X(X—-13etle



