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EXERCICE

1o. Le petit Théorème de FERMAT affirme que : 310 ≡ 1 [11], car 3 ∧ 11 = 1, donc p 6 10,
un petit calcul donne p = 5.

2o. 52 = 25 ≡ 3 [11], donc 52n ≡ 3n, 32012 = (35)402 × 9 ≡ 9 [11] par suite :

3n+2012 ≡ 3n × 9 [11] et 9× 52n ≡ 9× 3n [11], donc 3n+2012 − 9× 52n ≡ 0 [11].

PROBLÈME

Partie I. Étude du cas n = 2.

1o. Soient M,N ∈M2(R), λ ∈ R

ϕA(M + λN) = A(M + λN)− (M + λN)A

= ϕA(M)− λϕA(N)

Il est évident que ϕA(A) = ϕA(I) = 0, donc A, I2 ∈ Ker(ϕA).

2o. Un petit calcul donne : ϕA(E1,1) =

(
0 −b
c 0

)
, ϕA(E2,2) =

(
0 b
−c 0

)
, ϕA(E1,2) =(

−c a− d
0 c

)
; ϕA(E2,1) =

(
b 0

d− a −b

)
et la matrice deϕA dans la base (E1,1, E2,2, E1,2, E2,1)

est
0 0 −c b
0 0 c −b
−b b a− d 0
c −c 0 d− a


3o. Le polynôme caractéristique de la matrice précédente est : χϕA = X2(X2− [(d− a)2 + 4bc]).

4o. Les matrices A; I ∈ Ker(ϕA) et A 6= λI2 donc la famille (A, I2) qui est libre et formé de
vecteurs propres de ϕA associés à la valeur propre 0, par suite 0 est valeur propre de ϕA de
multiplicité > 2.

Si (d− a)2 + 4bc > 0, alors les racines de χϕA sont simples et ϕA est diagonalisable.

Si ϕA est diagonalisable alors χϕA est scindé dans R, donc (d − a)2 + 4bc > 0, si on suppose
(d−a)2 +4bc = 0, alors χϕA = X4, et le polynôme minimal de ϕA est X, c’est à dire ϕA = 0
absurde, donc (d− a)2 + 4bc > 0.

5o. Le polynôme caractéristique de A est X2 − (a + d)X + ad − bc, son discriminant est ∆ =
(d− a)2 + 4bc.

Si ϕA est diagonalisable alors de la question précédente (d − a)2 + 4bc > 0, par suite χA est
scindé à racines simples, donc A est diagonalisable.

Si A est diagonalisable, alors (d− a)2 + 4bc > 0, si on suppose que (d− a)2 + 4bc = 0, alors
χA aura une racine simple qu’on notera α, et χA = (X −α)2 donc son polynôme minimale est
X − α, alors A = αI2, ce qui est absurde, donc (d− a)2 + 4bc > 0.

Partie II. Étude du cas général.

6o. a/ On pose D = (di,j), où di,j = δi,jλi, alors

DEi,j − Ei,jD =
∑

16k,`6n

dk,`Ek,`Ei,j −
∑

16k,`6n

dk,`Ei,jEk,`

=
∑

16k,`6n

dk,`δ`,iEk,j −
∑

16k,`6n

dk,`δj,kEi,`

= (λi − λj)Ei,j
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b/ A = PDP−1, donc

ϕA(Bi,j) = ABi,j −Bi,jA

= PDP−1Bi,j −Bi,jPDP
−1

= PDEi,jP
−1 − PEi,jDP

−1

= P (DEi,j − Ei,jD)P−1

= (λi − λj)PEi,jP
−1

= (λi − λj)Bi,j

Donc pour tout couple (i, j) la matrice non nul Bi,j est un vecteur propre de ϕA.

c/ La famille (Ei,j)16i,j6n est une base de Mn(R), et l’application Mn(R) −→ Mn(R),
M 7−→ PMP−1 est un automorphisme, donc la famille (PEi,jP

−1)16i,j6n est une base
aussi deMn(R).

Il existe une base de vecteurs propres de ϕA, donc ϕA est diagonalisable.

7o. a/ i. ϕA est diagonalisable en tant qu’endomorphisme de Mn(R) donc toutes ses valeurs
propres sont réelles.

ii. Soit z ∈ C, detB = det tB, donc

z ∈ Sp(A) ⇐⇒ det(A− zIn) = 0

⇐⇒ det(tA− zIn) = 0

⇐⇒ z ∈ Sp(tA)

iii. La matrice A ∈Mn(R), son polynôme caractéristique est à cœfficients réelles donc on
peut supposer que z, z deux valeurs propres de A.

ϕA(XtY ) = AXtY −XtY A

= zXtY − zXtY cartY A = ztY

= (z − z)XtY

Le vecteur XtY 6= 0, en effet

XtY = 0 =⇒ tXXtY = 0

=⇒ ‖X‖tY = 0 car ‖X‖ 6= 0

=⇒ tY = 0

absurde, donc z − z est une valeur propre de ϕA.

b/ De la question précédente on en déduit que Im(z) = 0, donc z ∈ R.

Tout polynôme non constant à cœfficients complexes admet au moins une racine dans C
(Théorème de D’ALEMBERT GAUSS), donc χA admet au moins une racine dans C,
cette valeur z est en fait réelle, par suite A admet au moins valeur propre réelle.

c/

APi,jX = Pi,jAX + λi,jPi,jX car ϕA(Pi,j) = λi,jPi,j

= λPi,jX + λi,jPi,jX

= (λ+ λi,j)Pi,jX

d/ Considérons l’application : ψ Mn(Rn) −→ Mn,1(Rn)
M 7−→ MX

ψ est évidement linéaire.

Soit x le vecteur de Rn dont la matrice dans la base c est X.

X 6= 0 donc x 6= 0, par le théorème de la base incomplète il existe (v2, ..., vn) des vecteurs
de Rn tel que (x, v2, ..., vn) soit une base de Rn.
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Soit Y ∈ Mn,1(Rn), y ∈ Rn tel que Y = matc(x), il existe un unique endomorphisme
w de L(Rn) tel que w(x) = y et w(vi) = 0 pour tout i ∈ [[2, n]], soit M la matrice de w
dans la base c, on a bien MX = Y , c’est à dire que ψ est surjective.

La famille (Pi,j)16i,j6n est une base deMn(Rn), son image par ψ est un système générateur
deMn,1(Rn), par suite on peut extraire de la famille (Pi,jX)16i,j6n une base (X1, ..., Xn)
deMn,1(Rn)

Comme ces derniers vecteurs Xi pour i ∈ [[1, n]] vérifient la relation AXi = αiXi où αi

est l’un des λ+λi,j , alors, l’endomorphisme u possède une base de vecteurs propres de Rn.

Conclusion A est diagonalisable.

Partie III. Étude des vecteurs propres associés à une valeur propre
0.

8o. La famille (In, A, ..., A
m−1) est libre, en effet si le polynômeQ = am−1X

m−1+...+a1X+a0
est annulateur de A alors il est nul, car les seuls polynômes annulateur de A non nul sont de
degré > m, donc tous ses cœfficients sont nuls.

Et si on prend un polynôme P ∈ R[X], en effectuant la division euclidienne de P par πA, il
existe un unique couple (Q,R) ∈ R[X]2 tels que P = QπA + R où le degré de R 6 m− 1,
alors P (A) = R(A) car πA(A) = 0, et R(A) ∈ vect(In, A, ..., A

m−1).

9o. ∀k ∈ N, Ak ∈ Ker(ϕA), donc R[A] ⊂ Ker(ϕA), par suite de la question précédente
dim Ker(ϕA) > m = dimR[A].

10o. Un cas d’égalité

a/ Soit (ai)06i6n−1 des réels tels que

n−1∑
i=0

aiu
i(y) = 0, si on suppose que les réels ai, 0 6

i 6 n − 1 ne sont pas tous nuls, alors l’ensemble J = {i ∈ [[0, n− 1]] / ai 6= 0} est non

vide, soit j = min J ∈ [[0, n− 1]], alors l’égalité précédente devient

n−1∑
i=j

aiu
i(y) = 0, on

compose par l’endomorphisme un−1−j , on obtient aju
n−1(y) = 0, donc aj = 0, absurde

par suite J = Ø, la famille (e1, ..., en) est libre de cardinal maximal c’est donc une base
de Rn.

b/ B ∈ Ker(ϕA) signifie que v commute avec u.

Pour montrer que les endomorphismes v et
n∑

i=1

αiu
n−i sont égaux il suffit de montrer qu’ils

sont égaux sur les éléments d’une base.

Soit j ∈ [[1, n], v(un−j(y)) = un−j(v(y)) = un−j(

n∑
i=1

αiu
n−i(y)) =

n∑
i=1

αiu
n−i(un−j(y)).

c/ Posons F =

{
n∑

i=1

αiu
n−i / (αi)16i6n ∈ Rn

}
= vect(un−i)16i6n.

Il est évident que F ⊂ Ker(ϕA).

De la question précédente Ker(ϕA) ⊂ F , ainsi Ker(ϕA) = F

11o. a/ Si B ∈ Mn(R), alors v commute avec u et donc v commute avec (u − λiidRn), alors
∀k ∈ [[1, p]], v(Eu(λk)) ⊂ (Eu(λk)), c’est un petit résultat du cours.

Réciproquement si ∀k ∈ [[1, p]], v(Eu(λk)) ⊂ (Eu(λk)). Soit k ∈ [[1, p]] et x ∈ Eu(λk),
alors v(u(x)) = λkv(x), et u(v(x)) = λkv(x) car v(x) ∈ Eu(λk), ainsi v ◦ u = u ◦ v
sur Eu(λk), comme u est diagonalisable, les sous espaces Eu(λk) sont supplémentaires dans
Rn, donc v ◦ u = u ◦ v sur Rn, c’est à dire B ∈Mn(R).

b/ Dans une base adapté à la décomposition
n⊕

k=1

Eu(λk) = Rn, la matrice de ϕA est triangu-

laire par blocs et chaque bloc est une matrice d’ordre la dimension de Eu(λk).

c/ De la question précédente la dimension cherché est

p∑
k=1

m2
k.
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d/ u est diagonalisable donc

p∑
k=1

mk = 7 entrâıne 1 6 p 6 7. Notons d =

p∑
k=1

m2
k.

Les valeurs possibles de d sont : 7−9−11−13−15−17−19−21−25−27−29−37−49.

Partie VI. Étude des vecteurs propres de ϕA associés à une valeur
propre non nulle.

12o. La relation est évidente pour k = 0.

Soit k ∈ N∗, j ∈ [[0; k − 1]], de la relation AB − BA = αB, on en déduit BjABk−j −
Bj+1ABk−1−j = αBk en multipliant la relation précédente à droite par Bk−1−j et à gauche
par Bj , alors

k−1∑
j=0

(BjABk−j −Bj+1ABk−1−j) = αkBk =⇒
k−1∑
j=0

BjABk−j −
k∑

j=1

BjABk−j = αkBk

=⇒ ABk −BkA = αkBk

13o. Posons P =
m∑

k=0

akX
k

ϕA(P (B)) = AP (B)−P (B)A =
m∑

k=0

ak(ABk−BkA) = α
m∑

k=0

akkB
k = α

m∑
k=1

akkB
k−1B

Donc ϕA(P (B)) = αP (B).B

14o. Remarquons que le polynôme Xπ′B − dπB est de degré 6 d− 1, de plus c’est un annulateur de

B, en effet B.π′B(B)− dπB(B) = B.π′B(B) =
1

α
(ϕA(πB(B))) = 0

15o. Posons πB =

d∑
k=0

akX
k où ad = 1. De la question précédente on en déduit que :

Xπ′B = dπB =⇒
d∑

k=0

kakX
k =

d∑
k=0

dakX
k

=⇒ ∀k ∈ [[0, d]] kak = dak

=⇒ ∀k ∈ [[0, d− 1]] ak = 0

Donc πB = Xd, conclusion Bd = 0.
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