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Partie I
1. o On a A%2 =0 donc Yk > 2, A¥ =0 donc exp(A) = I + A soit exp(A4) = ((1) 1) .

o B = tA et I'application M ~— ‘M est un endomorphisme d’un epace vectoriel de dimension fine donc

continue. Ainsi exp(?A) = ¥exp(A)) donc exp(B) = (1 (1)> .

o On a donc directement exp(A) exp(B) = <§ 1) '

o S0it C =A+B = ((1) é) On a C? = I donc Vk € N, C% = [, et C?**! = C donc exp(C) =
1 s 1 B _(chl shl
(pz—:o @) I + p;o [T C =chll;+sh1C donc exp(A+ B) = shl chi )
2. ¢ Si on veut rester dans le cadre du programme, on peut utiliser le fait que

VM € M, (R), V(s,t) € R?, exp((s+t)M) = exp(sM) exp(tM).

Ainsi une condition suffisante est 3M € M, (R), 3 (s,t) e R%, A=tM, B = sM .

o Une condition suffisante usuelle (mais qui n’est pas explicitement au programme) est AB = BA.

0 0 0 0 O 1
Remarquons que cette condition n’est pas nécessaire: A=10 0 27 |etB=]10 0 27
0 2w 0 0 2« 0
vérifient exp(A + B) = exp(A) exp(B) bien que AB # BA.
Partie 11
3. o Si P € Ker¢ alors P(A1) = --- = P(\;) = 0 donc P admet r racines distinctes. Or deg(P) < r —1

donc ceci implique que P = 0. Comme 0 € Ker ¢, on a unKer ¢ = {0} .

o Ainsi ¢ est une application linéaire injective de R,_1[X] dans R”. Mais dim (RT._l [XD = dim (R’”) donc
¢ est une bijection. Tout élément de R” admet donc un unique antécédent par ¢ et c’est notamment le
cas pour (e)‘l ye e ,eAT).

Ainsi il existe un unique polynéme L € R,._1[X] tel que Vi € [1,7], L(\;) = e .

4. (a) On a facilement I;(\;) = {(1) : i iz .
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(b) Si L s’écrit comme combinaison linéaire de la famille (I;)

.
L N ‘ .
i€, L = Z; agl; alors Vj € [1,7], e

T T
L(\j) =Y aili(\;) = a; selon [a]. Réciproquement, le polynéme P = Y e*il; vérifie Vj € [1,7], P()\;) =

i=1

e’ et PER,_1[X] donc P= L. Ainsi L = ) edil; .

=1

(a) Toute application linéaire de source un espace vectoriel de dimension finie et de but un espace vectoriel
normé quelconque est continue. Donc, ici, M — PMP~! est continue .

(PDP ) -

(b) Par récurrence immédiate, Vk € N, (PDPfl)k = PD*P~! donc, pour tout N € N, Z =

kp—1 N
E PDk'P =P <Z ]‘z, ) P~!. Par définition, le premier membre tend quand N tend vers +oo vers

exp (PDP ) tandis que le second tend quand N tend vers +oo vers Pexp(D)P~! grace & la continuité

Nk
de M — PMP~! car ) % P exp(D). Donc exp(PDP~!) = Pexp(D)P~! .
k=0 . — 100
6. Puisque A est diagonalisable, il existe P € GL,,(R) et D = Diag(ul, e ,pn) telles que A = PDP~'. On

a alors,par récurrence immédiate, Vk € N, DF = Diag(,u’f, e ,ufl) donc, pour tout polynéme P € R[X],

. L ; N Dk . N Mllc n H’k
P(D) = Dlag(P(ul), . 7P(;Ln)). Ainsi, d’'une part, VN € N, kX_:O Ir = Diag kz—:om7 .. .71@2—:0 o) et

donc exp(D) = Diag (e, ..., et) et, d’autre part, L(D) = Diag(L(p1), ..., L(pn)) = Diag (e, ... etn)
car chaque p; appartient & Sp(A) = {)\1, cee )\T}.

Donc exp(A) = exp(PDP™') = Pexp(D)P~! = PL(D)P~'. Or, comme au [5.b], on a L(PDP™') =
PL(D)P~! donc exp(A4) = L(A) .

7. Par récurrence immédiate, on a Vk € N, v*(z) = Az donc, si P = 3 ap X*, P(v)(2) = Y apv®(z) =
keN keN

S oapAir = (Z ak)\k> x soit P(v)(z) = P(\)z .

keN keN

T
8. (a) Tout z de E sécrit x = ) x; avec x; € E; donc
j=1

r

= Z?i(%’) = Z;li()‘j)xj i
J= J=

s
donc p; = l;(v)est le projecteur sur E;, parallelement & € Ej .
k=1
ki

(b) On a donc exp(A) = L(A ) ' 27: L;(A) = ZT: eil; (Mat (v, B)) = i e*Mat(l;(v), B) ce qui donne

[6] =1 i=1 i=1
avec [a], exp(4) = Z eti Mat(pl, B) .

=1
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Partie II1

9. Si u était diagonalisable, son polynome minimal aurait des racines simples. Donc u n’est pas diagonalisable .
1 1 0
10. Prenons A= [0 1 0]: ona xa(X) = (X —1)%(X —2) donc 74(X) = (X — 1)™(X — 2) avec
0 0 2
1
1 <m <2 Mais F1(A) = R. [ 0 | donc A n’est pas diagonalisable donc m # 1 et A répond & la
0

question.

11. Puisque m = (X — 1)?(X — 2) est annulateur pour u, on a E = Ker|[r(u)] = Ker[(u — id)? o (u — 2id)].
Or (X —1)2 et X — 2 sont premiers entre eux donc le théoréme de décomposition des noyaux donne
E = Ker[(u —id)?] & Ker[u — 2id] .

12. (u—1id)? +wo (2id — u) = (u? + 2u +id) + (2u — u?) soit p + ¢ =1id .

13. o Selon [11], tout x € E s’écrit @ = x1 + x2 avec x1 € Ker[(u - id)z] et x5 € Ker [u - Qid]. On a alors
p(x) = p(a1) +p(w2) = p(r1) + (id — ¢)(2) = (u—id)* (1) + 22 + uo (u - 2id)(z2) = 05 + 2+ 0p

donc p(z) = 2. Donc p est le projecteur sur Ker [u — 2id}, paralleélement & Ker[(u — id)2] .

o q(z) =z — p(x) = z1 donc ¢ est le projecteur sur Ker[(u - id)z], parallelement & Ker [u — 2id] .

14. (a) Vz € E, p(z) € Ker[u — 2id]| donc Vz € E, (u — 2id)(p(z)) = 0p .

(b) La démonstration vue & la question [7] donne Vz € E, u*(p(z)) = 2p(z) donc uop = 2¥p .

N & N .k N ok N ok .
(c) Donc, pour tout N € N, (kg() %) op = kgo u‘k?—p = kgo ?? = (g_:o QEF) p. Or 'endomorphisme de

L(E): v+ vop est continue car L(F) est de dimension finie. De méme, 1’application linéaire ¢t — tp est
continue de R dans £(E). En passant & la limite dans 1’égalité ci-dessus, on obtient exp(u)op =e?p .

15. o Vz € E, q(z) € Ker[(u —id)?] donc Vk > 2, (u —id)*(q(z)) = (v —id)*2[(u — id)*(¢(z))] =
(u—id)*%(0g) = 0g donc Vk > 2, (u—id)" o q=0gp) -

o Méthode 1: en utilisant le résultat hors-programme : (vow = wov) = (exp(v+w) = exp(v)oexp(w)).

N RN
Ainsi VN > 2, (k;) (“T“D
exp(u—id)oq = uoq. D’autre part, le résultat du [8] s’applique & Iidentité et donc exp(id) = e! id. Comme
id et u —id commutent, on a exp(u)oq = exp(id+u—id) og = exp(id) cexp(u—id)og = uog = eidouogqg
donc exp(u)og=euoq .

oq = ¢+ (u—1id)oq = uoq donc, comme au [14.c|, en passant a la limite

Méthode 2: en restant dans le cadre du programme .

Effectuons la division euclidienne de X* par (X —1)2 : X* = Qp(X)(X — 1)2Qx(X) + arX + by. En
appliquant en 1, on a 1 = ay, + by, et en prenant la dérivée en 1, on trouve k = ay. Ainsi Vk € N, v*oq =
(Qr(w)o(u—id)?+ku+(1—k)id] og = Qr(u)o(u—id)?oq+kuog+ (1 —k)g=kuog+(1—k)q donc

=k 11—k =1 1 1
exp(u)oq(ij')uqur(Z o >q<zh'>uoq+(zk'zh'>qeuoq.
k=0’ ’ h=0 k=0~ h=0

k=0
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16. Ainsi exp(u) = exp(u) o id = exp(u) o (p + q) = exp(u) o p + exp(u) o g = e p+ eu o q et les résultats
précédents donnent exp(u) = e? (u —id)? — eu? o (u — 2id) .

Partie IV

17.  d(z,F) = ||z —pr(a)| -

18. (ﬁ) est une base orthonormée de H+ donc py 1 (z) = <n,x> ﬁ = <||TL7;|9|62> netz—py(x) = py(x)

B

donc d(z, H) = |<|7‘L;lg|c|>| .

19. (a) ¢ Tr est une forme linéaire non nulle et H = Ker(Tr) donc Hest un hyperplan de M, (R) .

oM € H +— Tr(M) = Tr(4,M) = (I,,M) = 0 donc H = {I,}* et donc H+ = ({In}L)L soit
HY=R.I, .

_Im()|
/n

(b) La formule du [18] donne donc d(x, H)

20. oy € Fsietseulementsi It € R, y = (¢,0) donc Noo(x—y) = Max (|1 — t|,1). Donc Vy € F, Noo(xz—y) >
1 et Noo(z — (1,0)) =1 donc deo(z, F) =1 .

o (meFet Neo(z —m) :doo(x,F)> = (HtER, m = (t,0) et Max (|1 —t¢|,1) = 1)
@(HteR, m = (t,0) et |1—t|<1)
<:>(3te[0,2], mz(t,O))

donc {m € F | Noo(z — m) = doo(z, F)} = [0,2] x {0} .

¢ On peut remarquer que, contrairement au cas euclidien, la distance est atteinte en plusieurs vecteurs
m € F. Sion veut en dire un peu plus, on peut remarquer que pour une norme N quelconque dans un
espace de dimension finie

{m e F| Nx(z—m)=dx(z,F)} est une partie non vide, convexe et compacte de F.

En effet, posons d = doo (2, F) ¢t C = {m € F | Noo(z — m) = deo(z, F) }, on a:

e d < N(z—0g) car Oy € F donc d = Inf{N(z —y) | y € FN B(z,N(z))} et, comme y — N(z —y)
est continue sur E et que F'N B(z, N(z)) est un compact en tant qu’intersection de F' fermé et de
B(z, N(x)) compact, cette borne inférieure et atteinte ce qui montre C # (.

e C = FNS(x,d) est un compact, comme ci-dessus en tant qu’intersection de F' fermé et de S(z,d)
compact.

o Si (my,mg) € (0)2 et « €[0,1],on amg=ami+ (1 —a)ms € F et
d< N[z —mg] =Na(z—mi)+ (1—a)(z—ms)] <aN[z—mi] + (1 - a)N[z—mo] =d

donc amy + (1 — a)mg € C donc C est convexe.

Dans le cas ou F' est une droite, C est donc un segment.



