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Proposition de corrigé

Taoufiki said

EXERCICE 1

Q1. f est la composée d’une focntion polynomiale et de la fonction sinus donc elle de classe C'*°
sur R? . g l'est aussi car ses composantes sont polynomiales. En particulier les deux fonctions
sont différentiables sur R2.

Pour les matrices Jacobiennes :

Jac f(z,y) = 2cos(z? —y*)(z,—y) , Jacg(z,y) = < 1 _11 )

Q2. Soient (z,y) € R? et (u,v) € R?.
1.0na: fog(x,y) = f(r+y,z—y)=sin(4ry) donc

(7 0 9) (o )-(0) = 5 )t L0 )0 = otz (g + )

2.0na: Jac (fog)(x,y) = Jac f(a,b).Jac g(x,y) ou (a,b) = g(x,y)
donc  Jac (f o g)(x,y) = 4 cos(4zy)(y, ) puis

15 0. )-(0,0) = Jac (70 g)(ovp). (1) = dcos(an) g + va)

s

1
Q3. Pour tout p € N* | Z — 5 converge de somme 52
geN*

o0
) 1 2
et la série E E 55 est convergente de somme 3z
peN* g=1 pq

alors la famille

1 w2
(377 ) p.yca €St sommable de somme 5.

Q4. Pour tout (p,q) € A, 0 < 15 < il suffit de montrer la non-sommabilité de

la famille (W)(M)M

Considérons la partition suivante de A : J, = {(p,q) € A/ p+qg=n}, n>2.
1

-1
Pour tout n > 2 , card(J,) =n —1 donc Z = n !
(P.9)ETn (p+a) "

1
pi4q?

n—1
2

La divergence de la série Z

n>2

entraine la non-sommabilité de la famille (W) raed

d’oul le résultat cherché.



PROBLEME

Partie I - Exemples

Q5. VneN', VzeR, |5 cos(na) + grsin(nz)| < 57 + 37 < 5ot

1
comime E o est convergente alors notre série trigonométrique est normalement convergente

sur R
ee [.a série géométrique Z (p) est convergente car |%| = % < 1, sa somme est pfe —
cee Ona: icosnx_Re(i e n)—Re( 2 )_4—2(:0533
O e AN - 2—eir’ 5 —4cosw
>\ sinnz e\ 3 3sinx
t =17 — =17 ) =
’ 7; an m(;( 3 ) ) m(3—€””> 10 —6cosz
> [cosnz sinnz 4—2cosx 3sinx
d’ot = )
o nz;){ 2n + 3n ] 5—4cosx 10— 6cosx
Q 6. Onrappelleque VzeC , e* = Z Z—|
= n!
) e einT
Onadonc VzeR , exp(e®)= Z —
n=0

Par la formule de Moivre , on a

e* = cos(nx) + isin(iz). Puisque les deux séries Z M , Z
n>0 n n>0

sin(nx
(nz) sont absolument

convergente ( car cos( ""” =0 #) . |ees nm) _ (#) )
o0 .
cos(nx) . sin(nx)
alors VzeR , exp(e'™) = Z Z -
n=0 n=0
D’autre part :  exp(e™®) = exp(cos x) exp(i sinz) = exp(cos z)(cos(sinx) + i sin(sinx)

oo
Par identification , exp(cosx) cos(sinz) = Z M.
n!
n=0

Q7. Pour n € N, on pose a, = La suite (a,) converge vers 0 et la série g a, COSNT ne

T+1
converge pas simplement sur R ( pour x = 2kw , k € Z , la somme est infinie ).

Q8. Posons  f,(x) = % , neN*" zeR.

1
Ona: sup|fn(z)| = |fn(l)\ = —etlasérie ﬁ diverge alors la série Y f, ne converge

z€eR 2n \/77’

pas normalement sur R.

Partie II - Propriétés



Q9. La série Y (Jan| + |bn|) converge car > a, , >, b, sont absolument convergentes

et VzeR, VneN, |a,cos(nz)+ sin(nz)b,| < |an| + |bn]

donc la série Y (a, cos(nx) + sin(nx)b,) converge normalement sur R.

Q10. Posons f(z) =acosx + bsinx . Si a = b =0 le résultat est trivial

sinon , on prend z=a+ib=re?’ . Ona: f(z)= Re(ze") = Re(re!@+9) = rcos(z + 0)

Pour tout z € R, |f(z)| <r =|f(—0)| donc sup|f(x)] =7r=+Va?+ b2
R
Q11. De la méme maniére , on obtient sup |a, cos(nz) + b, sin(nz)| = /a2 + b2

z€R
La convergence normale de la série trigonométrique est équivaut a la convergence de la série

numérique Y +/a2 + b2

Comme Vn, |a,| < /a2 + 02 et |by| < y/a2 + b2 alors les deux Séries > a,, , > by, convergent
absolument puis les termes généraux ont la limite nulle.

Q12. Pour tout n , f, : & — aycos(nz) + b, sin(nz) est continue sur R et > f,, converge
uniformément sur R car ( converge normalement ) donc sa somme est continue sur R.

Aussi  f(z + 2m) Z fnlx + 2m) Z fulz) = ,dot f e Coy.

Q13. Pour n € N*. On a:
fjﬂ_ oS (nz)daz _ f7r cos(2727,z)+1 dr — |:51n(2nz) + i| -

L 4n
Pour (n,k) € N? tel que n # k. On a :

JZ, sinlle) cos(na)do = [T, =iz ienlions gy — | Segiigln 4 —eqfoga] o,

Q14. On pose :  fr(z) = ax cos kx + by sin kx.
Soitn € N* . Ona: an(f)=21[" f(z)cos(na)de =1 [T ka ) cos(nz)dx

comme Vz € [—7, 7], Vk €N, |fi(x)cosnz| < | frll. et ka converge normalement sur R
donc Y fr(x) cosnx converge normalement puis uniformément sur [—m, 7] , ce qui permet l'in-

tervertion série-intégrale , soit ., (f) = %Z fr(x) cos(nx)dx

pour k#n , [7 fu(z)cos(nz)de = ay f cos(kx) cos(na)dz + by, ["_sin(kz) cos(nz)dz = 0
et [T fulz cos(na:)dx = a, [7_cos?’(na)dz + b, ["_sin(nz)cos(nz)dr = 7 ( car Q13. et
T s1n(n:z:) cos(nz) est impaire ) , d’ott  a,(f) = an.

s ™ 1 i .
) = L7 fla)de = %ffﬂka(x)dx = ;Z fr(z)dx ( Convergence uniforme de
k=0 k=0""T

> fi sur [-m @] )
Pour tout k € N, [™ sin(kz)dz =0 ( La fonction est impaire )

et pour tout k € N* ff cos(kx)dz = 0 ( pour k = 0 la valeur est 27 )

donc VkeN*, [T fk Ydz =0et [" fo(x)dr = 2mag d'ont ag(f) = 2ao.

Q15 On pose ag = QOT(f) , bo=0 et pour n e N* | a, =a,(f), b, = Bu(f)

par hypothése , la série Z[an cosnx + b, sinnx] converge normalement sur R , de somme g
neN

par Q14. , ap(g) = 2a0 = ap(f) et pour n € N* | a,(g9) = an = an(f) et Bn(g) = by = Bn(f).

Q16. D’aprés Q12. g € Oy, ,on pose: h = f — g€ Oy (car c’est un espace vectoriel ).

Par linéarité de 'intégrale et Q15. ,ona Vn € N, ay,(h) = an(f)—an(g) = 0= B.(f)—Bn(g) =

Bn(h)



Le résultat admis permet de conclure que : f —g=h =0 sur R.
Q17 La fonction x +— f(x)sin(nz) est impaire , son intégrale sur un intervalle centré sera nulle
donc 8, (f) = 0 pour tout n € N.

La fonction x— fx )COS(TL.’I}) est paire , donc [ f(z) cos(nz)dz = fi)ﬂ f(x) cos(nx)dz
puis a,(f) = 2f0 ) cos(nz)dx pour tout n € N.

Q18

La fonction f est paire donc 8, (f) = 0 pour tout n € N.
ao(f) =2 [y 2?dx = %

Pour n € N* | ag(f) = 2 [ #* cos(nz)de = 4(_1)n ( Intégration par parties deux fois ).
On pose :  ugp(z) = L et pour n # 0, u,(x) = W.
on a: Z u,, converge normalement sur R ( pour tout n € N* | |u,(z)| < % ), de somme f (
n>0
voir le résumé aprés Q16 ) .
Ql9eOna VreR, f(z Zun = Z " cos nx)
e (_1)71 2
= 1 = —_-—
Comme f(0) = 0 alors nz_:l — 13
> 1 72
Et = 72 entrai — =—
f(x) = 7* entraine Z Rl

n=1
n

"1 1
ee On pose S”:Zﬁ et Tnzzm.
k=1 k=1

Ona: VneN*' Sy,o=1T,+ %Snﬂ , le passage & la limite lorsque n — 400 nous donne :
726 = lim T,, + 7212 ( les T,, sont les sommes partielles d’une série convergente )

> 1 w2
dod S S
ot ;Z:O 2n+12 8



In(z+1) .
Q20. On pose : f(z) = z S1 O<z=l
1 si =0

La fonction f est continue sur [0, 1] donc sa restriction sur |0, 1[ y est intégrable.

En utilisant le développement en série entiére de « — In(z + 1) , on écrit :

n—1

vz €]0,1] , f(x)= Z (_%

n—1
Posons , pour z € [0,1] , n € N* | f,.(x) = # On a Z fn converge simplement vers f
n>1
cette convergence est normale puis uniforme , en effet

n n-‘rl 1
Va €0,1] , [f(@) =Y fi( Z ful@ < (T.S.S.A)
k=1 k=n+1 +1 n+1
(cecirestevraipourx—O : |R (0 )|—0<n+1)
1 1n(m+1) = (=1t g2
dOHCf JU_Z fk dl‘— T:E

k=1
Q21. e La fonction f définie en Q18 est la somme d’une série trigonométrique qui converge

normalement sur R , mais elle n’est pas dérivable aux points (2k + 1)7 , k € Z.
ee Posons wu,(x) = a, cosnx + b, sinnzx .
Si Y wu! converge uniformément sur R alors la somme sera dérivable ( Dérivation terme & terme

).
Supposons que les deux séries numériques » na, et > nb, sont convergentes , on aura donc
lul,(z)| = | — na, sinnx + nb, cosnx| < |nay| + |nby|

ce qui assure la convergence normale de > u/), sur R puis la dérivabilité de la somme.

Q22. On pose f(z) =

= ( voir Q5. ) .

o . .
Z sin nx 3sinx
3" 10 — 6 cosx

n=1

La condition proposée en Q21. est vérifiée : Z 3% est convergente ( régle de D’Alembert )

La somme f est donc dérivable sur R avec f/(z) = Z w
n=1
d’ou
>\ 1.COS N ~ 30cosx — 18
1 (10 — 6 cos x)?

Pour vos remarques , merci de me contacter sur
"taoufiki-maths@hotmail.fr"



