mai 2014

Correction CCP maths 1 MP

Avertissement : Il subsiste certainement quelques coquilles...

Exercice 1 : une intégrale double

Pour calculer cette intégrale, on effectue le changement de variable en coordonnées polaires : {

x = rcos(f)
y = rsin(0)

Il est alors connu que dz dy = r dr df.
Le nouveau domaine d’intégration est [0, 1] x [0, 27].

Ainsi, [ = [ | — " drdo.

0,1]x[0,27] 1+ 72

On applique le théoreme de Fubini :

1
r 1
I = 27T X /0 m dT = 271'5[].1’1(1 =+ 7"2)](1) = 7T1n(2)

Exercice 2 : équation différentielle

1. Sur Pintervalle ]0, +oo[ I’équation (E) se réécrit sous forme résolue y” + —5=y' +
x

a(z) , , bz)

=0.
2 7

2

a(x) b(x)

Les fonctions = — —-= et x = —~ sont continues sur / et I’équation est linéaire homogene d’ordre 2.
x x

Donc par théoréme, ST est de dimension 2 et de méme, S~ est de dimension 2.

2. Soit f € Ker (). Alors f est nulle sur les intervalles I et J donc sur R*.
Par continuité de f en 0, f(0) = 0.
Donc f = 0 ce qui montre que Ker () = {0}.
 étant une application linéaire injective, elle définit un isomorphisme de S sur Im ().
Or Im (¢) est un sev de S X S qui est un ev de dimension 2 + 2 = 4.
Donc Im () est un ev de dimension finie et dim(Im (¢)) < 4.
Etant isomorphe & Im (), S est aussi de méme dimension finie ce qui donne dim(.S) < 4.

3. e

Soit Iy € {I, J} ('un des deux intervalles...)
Z+1/z)xz=0
y' =z
La premiere équation, linéaire, homogene, d’ordre 1 a immédiatement pour ensemble solution sur I’intervalle I la droite vectorielle

K

: . R 1 . X
Sur Iy, I’équation est équivalente a y”/ + —y’ = 0 soit au systeme {
T

K
Ainsi, y est solution de (E) ssi 3K € Ry’ = — ssi 3(K, L) € R?, y = K In(|z|) + L.

x
Conclusion : sur I’intervalle I ou I’intervalle .J, I’ensemble solution est Vect (z — 1,z — In(|z|)}

. g Vo > 0, f(x) = k1 In(z) + ko
“ 4 )

Soit f € S. Alors il existe (k1, ko, k3, k4) € R* tel que{ Wz < 0, f(z) = ks In(|z]) + ka
f étant continue en 0 donc bornée au voisinage de 0, on obtient k1 = k3 = 0.
La continuité a gauche et a droite en 0 impose alors ky = f(0) = k4.
Donc f est une fonction constante.
Réciproquement, il est immédiat de vérifier que les fonctions constantes sont éléments de f.
Conclusion : S = Vect (z — 1) et dim(S) = 1.

Notons f, la fonction définie sur I par f,(x) = z*.

Alors f,, est solution de (E) ssi Vz > 0, 72a(a — 1)2*"2 — 6raz® 1 +122% = 0ssiVz > 0,2% x (a®? = Ta +12) =0

4 et 3 sont solutions de 1’équation a? — 7o + 12 donc les fonctions z +— 3 et z + * sont éléments de ST.

La famille (x — 23,z — %) est une 2-liste libre (vérification immédiate) d’éléments de ST et ST est de dimension 2.

Donc c’est une base de S et ST = Vect (2 — 23,z — ).

On vérifie immédiatement par le calcul que z — 3 et x — x* définissent deux fonctions sur .J solutions de (E). Elles forment
également une 2-liste libre et dim(S~) = 2.

Donc S~ = Vect (z — x3, 2 — x%).

k‘1$3 + koxgsiz >0
k3£€3 —+ k4f£4 siz <0’
Soit f € S. D’apres ce qui précede, pour vérifier que S appartient & 1’ensemble proposé, il suffit de vérifier que f(0) = 0...

On vérifie que S = {x > { (ki,.., k) € R4}.



On sait qu’il existe k1, ko € Rtel que Vo > 0, f(x) = k23 +ko2*. La continuité de £ en 0 donc a droite en 0 donne immédiatement
f(O) = limg ]{?15(73 + k2$4 =0.
Soit f dans I’ensemble proposé.
Alors il existe kq, .., k4 € R vérifiant ce qu’il faut...
On vérifie que f est de classe C? sur R :
Soit a > 0. Au voisinage de «, f coincide avec la fonction z + ki12® + koz?. Donc f est deux fois dérivable en a, f'(a) =
3kix? + 4kox® et f (o) = 6Ky + 12koa?.
De méme, pour a < 0, f coincide au voisinage de o avec & +— kzz3 + kqx? donc f est deux fois dérivable en « et f/(a) =
3k3x? + 4kyx3, f (o) = 6ksx + 12k422.
Ainsi, f est deux fois dérivable sur R* et sa dérivée seconde f” est clairement continue en tout point de R*.
Donc f est de classe C2 sur R*.
De plus, f est clairement continue a droite et a gauche en 0 donc continue en 0 ainsi qu’en tout point de R*.
Donc f est continue sur R, de classe C? sur R*.
11 ne reste qu’a vérifier que f'(x) et f”(x) admettent une méme limite finie en 0 a droite et & gauche pour assurer, d’aprés le
théoréme de prolongement de la classe, que f est de classe C? sur R.
D’aprés les expressions précédemment évoquées pour [’ et f’, ces limites existent et sont 0.
Conclusion : f est de classe C? sur R.
Les expressions déterminées plus haut pour f’ et f” assurent immédiatement que f est solution de (E).
e Conclusion : on a bien 1’égalité souhaitée et S est clairement de dimension 4.

5. e Considérons I’équation (E) : 2%y" + 4xy’ + 2y.
Alors z — — et x — —; sont deux solutions de (F) (vérification immédiate) sur I et sur J.
x?

Cette famllle de fonctions est clairement libre. Donc comme précédemment, ST et S— sont engendrés par ces deux fonctions.
e Soit f € S une solution de (F) sur R.

oo ki ko ks kg

Alors il existe k1, ko, k3, ks € Rtel que Vo > 0, f(z) = — + S etVo <0, f(z) = — + —.
xr x oz
Alors Vo > 0,22 f(x) — k1o = ko donc la continuité de f en 0 a droite donne par passage a la limite en 07 : 0 = ko.
Donc Vz > 0, f(x) = “Ldouve > 0,2 x f(x) = k1 ce qui, par passage a la limite en 0 donne 0 = k;.
X

De méme, la continuité de f a gauche en 0 donne k3 = k4 = 0.
Donc f = 0 ce qui démontre que S est I’espace vectoriel nul.

Probleme
Partie 1 : convergence de séries par transfo d’Abel
1. Soitn € N*.

Zakbk = agbo + Zak By, — Bi—1) = agbo + Z%Bk - Z akBl-1.

Dans la dermere somme, on effectue le changement d’ 1ndlce 1=k— 1

n—1 n—1
S, = agbg + ZakBk — Z aj+1B = agbo + Z ak — ak+1)Bk + an, B, — a1 By
k=1 7=0 k=1
n—1 n—1
=aobo + Y _ (ak — aky1)Br — (a0 — a1) By + an By — arbo = Y _ (ak — ak11)Bi + an By,
k=0 k=0

2. (a) Par théoréme, la suite (a,,) étant convergente, la série Z ar — ap+1 est également convergente (c’est méme une CNS).
k>0
(b) Vérifions que la suite (S,,) des sommes partielles est convergente.
n—1
D’apres la question précédente, Vn € N*| S,, = Z (a — ak+1)Br + anBy,.
k=0
Le second terme (a,, B,,) tend vers 0 car produit d’une suite convergente vers 0 et d’une suite bornée.
Le premier terme est une somme partielle de la série de TG (ay — ag+1) X By.
Notons M > 0 un majorant de la suite (|B,]).
Alors Vk € N, |(ax — ag+1)Bi| < |ar — ak+1] X M = (ap, — ag4+1) x M car (ay) est une suite décroissante.
Ainsi, (ap, — ag+1)By est dominée par une le TG d’une série absolument convergente.
Donc (a, — ag41) X By est lui méme le TG d’une série AC ce qui termine la démonstration de cette question.

(c) e Soit (ag)ren une suite décroissante de limite nulle. Alors Z (—l)kak est une série convergente.
k>0



4. Soit x € R. Posons z,, =

(a) @

(b) o

11 suffit d’appliquer le résultat de la question précédente apres avoir justifié que la suite (B,,) = (Z (—1)k > est une suite
k=0

bornée.

OnaVn € N, B,, € {1,0} donc Vn € N, |B,,| < 1 ce assure bien le résultat demandé.

On demande de calculer la somme des termes d’une suite géométrique de raison e*. Notons que, par hypothese, e # 1.
tL o1 —em? 0 €012 (—2¢) sin(nd/2) ; sin(nf/2)
Par théore , ik6 _ 10 B 6 ‘ — Hi(n+1)8/2
ar theoteme kz_:l © T e T a2 (“2iysn(0/2)  © sin(0/2)
inf

Lorsque o > 1, la série de TG —— est absolument convergente donc convergente.

n
e Lorsque o < 0, le module du terme général ne tend pas vers 0 donc la série est grossierement divergente.
e Soita €0, 1].

On va montrer que la série est convergente par application du résultat de la question 2b2.
Notons tout de méme que le fait que la série commence a n = 1 a la place de n = 0 n’a pas d’incidence.
La suite (1/n) est clairement décroissante et tend vers 0.

n
D’apres la question précédente, Vn € N*, E el < W donc la suite des sommes partielles qui va bien est bornée.
sin
k=1
Conclusion : la série est convergente.
einz
ni/2’

Lorsque z € R\ 27Z, la question précédente assure la convergence de la série de TG z, et le rappel de I’énoncé assure la convergence

de la série de TG Im (z,,) =

sin(nx)

Lorsque © € 277, u,,(z) = 0 ce qui est bien le TG d’une série convergente.
Conclusion : cette série de fonction converge simplement sur R.

Partie 2 : convergence uniforme de séries

S.

6.

(a) e On montre que la suite (a,, F},) cvu vers la fonction nulle sur A.

Vz € A, lanFy(2)] < |an| X M et cette majoration par une suite (indépendante de z) qui tend vers 0 assure que (a, F},) cvu
vers O sur A.

e Notons comme précédemment, que Vk € N, |ay, — ax11| = ax — ag+1 par décroissance de (ay,).

Ainsi, Vz € A, |(ar — ak+1)Fn(2)] < (ar — ag+1) X M et cette majoration par le TG d’une série convergente (car la suite

(ax) est convergente) indépendant de z assure que la série de fonction Z (ag — ags1)F) converge normalement sur A.
k>0

(b) 1l est connu qu’une somme de suites de fonctions qui convergent uniformément définit une suite de fonction qui converge
uniformément.

Ainsi, (a,F},) cvu sur A et (

n—1

(ar — ak+1)Fk> cvu sur A (d’apres ce qui précede).

B
Il

0
n

Donc la somme converge uniformément sur A et cette somme est la suite <Z ay, fk> d’apres la tranformation d’ Abel.

k=0

Ainsi, la série E ay fr cvu sur A.

(a) e On factorise 1 — €' par e

/2 pour obtenir le résultat souhaité.

e La suite (1/4/n) est décroissante et de limite nulle.

Soit a € )0, 7[.
Soit z € [a, 27 — a]. Notons tout de suite que €™ # 1 car x € R\ 27Z.

* in _ ikx < ikx| _ |Sln<n$/2)| < 1 _ 1 .
Alors Vn € N*, ;s (kx)| = |Im <;e ) < ;e Sn(z/D)| = Tsm(@/2)]  sn(z]2)
Orx € [a,27 — a] donc (z/2) € [a/2,m — a/2].

Par hypothése sur a, 0 < a/2 < 7/2 < m — a/2 < 7 donc les variations de la fonction sin donnent 0 < sin(a/2) =
sin(m — a/2) < sin(z/2) = |sin(x/2)|.

Conclusion : Vn € N*Vz € [a, 27 — a], Z sin(kz)| <
k=1

———— ce qui assure le caractere uniformément borné de la série
sin(a/2)



de fonctions qui va bien.
CE > 5 . Z 2 4. . Sin(kl’) . .
Ainsi, d’apres les questions précédentes, la série de fonctions Z ———~2 converge uniformément sur le segment [a, 27 — a].
E>1 vk
e Les fonctions étant continues sur R par les théoremes généraux, la convergence uniforme assure la continuité de la limite sur
le domaine de convergence. Ainsi, U est continue sur tous les segments [a, 27 — a] pour a € |0, 7].
Donc U est continue sur la réunion de ces segments qui forme I’intervalle |0, 27 tout entier.
n

(b) D’apres les énoncés précédents, il suffit de démontrer que la suite des sommes partielles Z sin(kx) sin(px) est uniformément

k=1
bornée sur [0, 7].
D’apres les calculs précédents, Vo € 10, 7], A, (z) is’ (k) sin(px) sin(na/2) sin(pz)
, Vo 7] Ap(x) = in(kz) sin(pz)| = .
P P I Pt P sin(x/2)

Pour x € ]0, 7], on a d’aprés I’énoncé, 0 < z < sin(x/2) ce qui, par décroissance de la fonction inverse sur |0, +oo[ donne
e
< 1 <7
sin(z/2) ~— z
Ainsi, Vn € N* Vz € ]0, 7], Ay (2) < M
x
Or, il est bien connu que |sin(t)| < |¢| pour tout ¢ réel.
Donc Vn € N*,Vz €10, 7], A, (z) < plelr =
Cette inégalité est encore valable pour x = ( car la somme est nulle.

T

Ainsi, la somme partielle qui va bien est uniformément bornée. De plus, (1/1/n) est décroissante de limite nulle donc Z Up ()
n>0
cvu sur [0, 7.
(c) 1i. e Notons que la fonction U est clairement 27 périodique. Admettons les identités proposées (elles se démontrent par
linéarisation des expressions trigo).
e La fonction U est clairement impaire donc Vp € N, a,,(U) = 0.
e Soitp € N*.

2 (7 9 [T oo .
Par imparité, b,(U) = —/ sin(px)U (z) dz = —/ sin(px) E sm(\/ﬁm) dz
TJo TJo n=0 n

9 7 . .
_ 7/ Z sin(px) sin(nz) dz.

TJo n>0 \/ﬁ
La convergence uniforme de la série Z w

n>0 \/ﬁ

2 1 (7 1
Ainsi, b, (U) = ;Z ﬁ/ sin(px) sin(nz) dz = % d’apres le résultat donné par I’énoncé.
0

sur le segment [0, 7] permet une interversion série - intégrale.

n>0
ii. U étant 27 périodique, a valeurs réelles et supposée continue par morceaux sur [0, 7r] donc continue par morceaux sur R par
1 I
imparité et 27 périodicité, le théoréme de Parseval donne 1’égalité ag(U)? + §Z ay(U)? +b,(U)? = —/ U(t)? dt.
m™Jo
p=1

oo
s e I 1 /" . . 1 )
L’égalité ci-dessus se réécrit alors Z - = — / U(t)* dt € R ce qui est absurde car la série de TG — est divergente.
p T p
p=1
D’oti 1a contradiction qui montre que U n’est pas continue par morceaux sur [0, 7.

Partie 3 : convergence uniforme d’une série entiere

7. La série entiere converge uniformément sur tout disque fermé de centre 0 inclus dans le disque ouvert D(0, R) ie de la forme {z €
Cl|z| < r}avecr €10, R[.
8. (a) Supposons que la série entiere Z —= cvu sur |—1, 1[. Alors on a convergence uniforme sur [0, 1].

n

D’apres le critere de Cauchy uniforme, Ve > 0, 3ng € N*V(p,q) € N2, ng < p < ¢ = Vz € [0,1],

Soit € > 0, un tel ng, p, g vérifiant ng < p < q.
q n

Alors Vz € [0, 1], Z L < € ce qui, par passage a la limite quand z tend vers 1~ donne
n

n=p




(b)
©

(d)

(e

On a donc Ve > 0,3ng € N*,V¥(p,q) e N2 ng <p<q= <e.

01
2

) est une suite réelle qui vérifie le critere de Cauchy. Donc elle converge ce qui est absurde car la série

N

2

Donc la suite (

1
de TG —= est divergente.

NG
. Lo . z . 2
Conclusion : la série entiere E T ne converge pas uniformément sur [0, 1[ donc sur |—1, 1].
n
n>0

n

D, est le disque fermé de centre 0 de rayon 1 privé d’une "calotte"...

e L’écriture proposée de D,, ne pose pas de probleme. Notons également que dans R? (en dimension finie, donc), toutes normes
sont équivalentes...
oPosonsaplz{RQ—>IR et o :{IRZ_)R .
(w,y) = a®+y® T2 (wy) o
Par les théorémes généraux, ¢ et (o sont clairement continue sur R2.
De plus, les ensembles |—oo, 1] et |—00, cos(«)] sont deux fermés de R.
Donc les images réciproques par ¢, et @9 sont des fermés de R? par théorémes (image réciproque d’un fermé par une
application continue...)
Une intersection (quelconque) de fermés est fermée donc D,, = ¢; *(]—00,1]) N @5 ' (]—00, cos(a)]) est fermé.
e D, estun fermé d’apres ce qui précede et borné (par 1 en norme euclidienne...). En dimension finie, un fermé borné est un
compact.
Donc D, est un compact.

e 1 ¢ D, carcos(a) < 1 (par hypothese sur c...)
1 — zntl

1—=2

I i O e ol
B [1—2 = |1-2|

e Soitz € D, etn € N. Alors z # 1 ce qui permet d’écrire que |F),(z)| = ‘1 X
2
< =
i
Il reste & minorer le dénominateur par 1 — z.
Onall —z>=(1-2)?+y*>(1—2)?>>0carz < cos(a) < 1.
Donc |l —z > |1 —z|=1—2>1— cos(a) > 0 (toujours car z < cos(a) < 1...)
1 < 1 .
11—z —1—2 = 1—cos(a)
|

Par passage a I’inverse,

2 2
Ainsi, par multiplication par le réel positif 2 : |F),(z)| < <
1—2z = 1—cos(a)
Soit o € ]0, 7/2].
La suite (1/4/n) est décroissante et tend vers 0 donc pour appliquer le résultat de la question 3.5.b., il suffit de montrer que la

suite des sommes partielles g zk> est uniformément bornée sur D,,.
k=1

Ceci est assuré par la majoration précédente car est indépendant de z et de n.

2
1 — cos(a)

Conclusion : la série enticre E converge uniformément sur D,,.

o
n>0 \/ﬁ



