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Exercice 1

_ (n+1)?-1

= 5 1 donc, selon la
n+1 n“—1 n—-+oo

Soit,pourn>2,an_n 1 On a Vn > 2, an>0eta

regle de D’Alembert, R =1 .

. b . c
Pourn > 1, a, = #1 — % = b, — ¢, et, comme ci-dessus lim - = lim -2 = 1 montre
n— n+ n—-+00 bn+1 n—+oo tn+1l
n n
que les séries > xfl et > HLH ont aussi comme rayon de convergence 1. On peut donc écrire, pour
n=2 n>2

tout = €] — 1,1[\{0},

+o0 " +oo +oo n+1 +oo o 1 00 N 372
CEWEE e e Z[Z]

soit Vz €] — 1,1[\{0}, S(z) = lfx In(1 —2) +1+ 5 et S(0) =

Pour z €]0, 1], S(z) = 1+ (1—3:)1n(1—a:)—|—1+ donc lim S(z) = % .

r—1—

Exercice 2

Sur ]0, +oo[ I'équation homogene associée a (E) : 2zy’ — 3y a pour solutions les applications =
C exp [%lnm} = C2%? avec C € K (K étant R ou C). Puis la méthode de variation de la constante

permet d’écrire les solutions de (FE) sur ]0,4oc[ sous la forme y(x) = C(z) 2%/ avec C dérivable sur

5/2 1/2 opi 1
10, +oo[ et Vo > 0, 2z / C’(x)fx/ soit C(x)f7ﬂ+[(,
\/‘%

Ainsi les solutions de (E) sur R* a valeurs dans K sont les fonctions x — -5 + K 23/2 avec K € K .

Si y est solution de (E) sur Ry, selon [1], il existe K € K tel que Vx > 0, y'(z) = 4\1F + 3K\/5 et

donc ¢/ (z) —— —ooce qui interdit & y d’étre dérivable en 0.
z—0

Donc I’ensemble des solutions de (E) sur R est vide .
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Probleme

Question préliminaire

1. (a) (i) <> (i) .

(b) (1) = (i) -

Partie I

2. (a) C° (R+, R) étant un sous-espace vectoriel de F (R+, ]R), il suffit donc de montrer que E est un sous-espace
vectoriel de C° (R+, R).
E contient clairement la fonction nulle done E # 0 et si (f,g,\) € E x E x R, pour tout z > 0, les deux
fonctions ¢ — f(t)e™™" et t — g(t)e™"" sont intégrables sur Ry donc ¢ — (f(t) + Ag(t))e™"" I'est aussi
donc f + Ag € E. Donc E est un sous-espace vectoriel de f(R+, R) .

(b) F=CY (R+,R) N B(R+,R) est un sous-espace vectoriel de f(R+,R) etsi fe F,onaVr >0, Vte
Ry, [f(t)e ™| <||f]|, e " et t — e intégrable sur Ry donc t — f(t)e™"" I'est aussi donc f € E et
donc F' C E. Donc F' est un sous-espace vectoriel de F .

(c) Par linéarité de Dintégrale sur L' (R, R), pour tout (f,g,A) € E x E x R,

4o “+o00 +oo
Va >0, L(f+Ag)(z) = /0 (f(t)Jr)\g(t))e*xt dt = /0 flt)e ™" dtJr)\/O gt)e ™t dt = L(f)(x)+AL(g)(x)

soit L(f + Ag) = L(f) + AL(g). Donc £ € L (E, F(R%,R)) .

400 —zt7 T
3. (a)UeFdoncU € Eet Vx>0, LU)(z)= / e tdt = [_e } soit Vo > 0, L(U)(z) = % .
0 T lo

(b) © De méme, hy € F car Vt € Ry, |hx(t)] <1 donc hy € E .

+oo
o Vx>0, L(hy)(z)= / e~ @INIAL = LU) (2 + A) done Var > 0, L(hy)(x) = — i 5 -
0

o=t _xzt the—xt . ot _xt
4. o —— =1t"e 2 —— 0donc 3A >0, Vt > A, = < 1soit FA>0, VE > A, t"e " Le 2 .
e 2 t—+o0 e 2

xt zt
0 gn € COR4,R) et ¥ > 0, gu(t)e™™ = f(O)i"e ™ = O (f(t)62> et t s f(t)e” 2 est intégrable
—+o00

sur /R, donc t + g, (t)e” " l'est aussi. Ainsi g, € F .

5. Déja, f est de classe C! sur R, donc f/ € CY (R+,R). Puisque f est croissante, on a f’ > 0 donc
y

Vo >0, Vt € Ry, f'(t)e *" > 0 et, selon [1.a], il suffit de montrer que / f'(t)e™*"dt a une limite finie
0

quand y tend vers +oo pour avoir f' € E. Or, par intégration par parties,

/0 et ar = [f(Be ] +a /0 CHBe et = fy)e - 1(0) +a /0 " fetat
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Or f € E implique, d’apres [1.a], Vz > 0, foy f(He =t dt . L(f)(x). D’autre part, f étant bornée
Yy o0

Vo >0, ¥y = 0[f(y)e™| < ||f]| e

tend vers 400 ce qui donne f' € E et Vo > 0, L(f')(x) =xL(f)(x) — f(0) .

Ty —+> 0. La limite du membre de droite existe donc quand y
Yy——+00

6. (a) Soit a > 0. Appliquons le théoreme de dérivation des intégrales & parametre sur [a, +00], en posant pour
(2,) € [0, +oo[xR 1, B(az, 1) = f(t)e~""
e Pour tout = € [a, +oo[, Papplication ¢ — f(t)e™** est continue (par morceaux) et intégrable sur R,
e Pour tout (z,t) € [a, +oo[xR, %(m,t) = —tf(t)e ® = —g1(t)e ! existe,
e Pour tout t € R, z — %(m,t) continue sur [a, +o0],

e Pour tout = € [a, +o0[, I'application ¢ %(m,t) est continue (par morceaux) sur R ,

o Vz € [a,+o0[, Vt € Ry, %(x,t)‘ < t|f(t)|e™ = |ga(t)|e™ et, selon [4], t > gi(t)e™ " est

intégrable car g; € F,

“+o0
donc L(f) est C* sur [a, +o0o[ et Vo € [a, +oo[, (L(f)) (z) = /0 %(x,t) dt = —L(g1)(x).

Ceci étant vrai pour tout a > 0, L(f) est de classe C* sur |0, +o00[ et (L(f)) = —L(g1) -

(b) Montrons par récurrence sur n € N que L(f) est de classe C™ sur |0, +00] et (E(f))(n) =(=1)"L(gn) :
— pour n = 0, puisque, selon [a], £(f) est de classe C! sur |0, +ool, & fortiori, L(f) est de classe C° sur
10, +o0f et ’égalité est immédiate car gg = f;
— si le résultat est vrai pour n, en appliquant [a] & g, qui appartient & E d’apres [4], on obtient que
L(gn) est de classe C* sur ]0,4+00[ et (L(gn)) = —L(gni1), car ¥Vt € Ry, tgu(t) = gny1(t). On a
donc L(f) est de classe C"*+1 sur 0, 400 et (£(f)) ™Y = (=1)"*+1L(gy).

Ainsi L(f) est de classe C* sur 0, +oo[ et ¥n € N, (E(f))(”) =(—=1)"L(gn) -

Partie 11

7. (a) f € Fdonc Ve >0, Vt € Ry, |f(t)e ™| < ||f]| e donc

o0 400 Lo
/ f(t)e””tdt‘é/ |f(t)\e’“dt<||f||ooA oot g — Il

0 0

Vo >0, [L(f)(x)] =

d’apres [3.a]. On en déduit que L(f)(x) — 0.

(b) On retrouve ici les hypotheéses de la question [5]: f de classe C!, croissante et bornée. On a donc
Ve > 0, 2L(f)(z) = L(f')(z) + f(0). Mais, de plus, f’ est bornée donc f' € F et donc, suivant [a],
L(f)(x) . 0 et donc = L(f)(z) . f(0).

xr—r+00 xr o0

8 (a)Ona f € CO(R+,R) et tlir+n f(t) = £ donc tlir+n |f(t)| = |£| < |£| + 1 et donc 3A € Ry, Vt >
—+00 —+00
A, |f(t)| < |€‘ + 1. D’autre part, f est continue sur le segment [0, A] donc elle y est bornée. On a ainsi

vt e Ry, |f(t)| < Max | Sup ’f(u)|,|€|+l>. Ainsi f € F'.
uw€[0,A] -

u
Qp’

an‘c(f)(an) = an /O+Oo f(t)e_“”t dt = an /0+oo f ( u > e U idu

(b) En effectuant le changement de variable ¢ = on a
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+o0 U
soit an L(f)(an) = / b (u) du avec Yu € Ry, hy,(u) = f () I
0

an

(c) Comme le dit ’énoncé, utilisons le théoreme de convergence dominée:
eVneN, h, € C°(R4,R),
evVneN, Yue Ry, |hn(u)’ < ||fHooe*“ et u+— Hf”oo e " est intégrable sur R,

_Jle™ siu>0 u .
® h, -5+ h sur R, avec h(u)—{f(o) siu—0 A a, m+oos1u>07
e h est continue par morceaux sur R.
On a donc f0+oo hp(u)du —— f0+°° h(u)du = £ f0+°o e “du ce qui donne, avec le résultat du [b],

n—-+o00
lim an,L(f)(an)=2¢.

n—-+oo

(d) Ceci est vrai pour toute suite d’éléments de R* convergeant vers 0 donc la caractérisation séquentielle
de la limite permet de conclure que lim+ xL(f)(x) =€ ce qui donne, si £ #0, L(f)(z) ~ £
z—0 T

N

9. (a) o Puisque f est intégrable sur R, donc aussi sur [z,4oco[ pour z > 0, R est définie sur R, et on a
Vo € Ry, R(z) = R(0) — [, f(t)dt. Or, f étant continue sur Ry, z — [ f(t)dt est de classe C* sur
R, et c’est une primitive de f. On a donc R est de classe C' sur R et R’ = —f .

o On ne peut pas appliquer directement le résultat de la question [5] & R qui n’est pas croissante en

général. Cependant, d’une part R’ = —f appartient & F car f € FE (hypothese de la partie), d’autre part,

R est continue sur R et lirJIrl R(z) =0 € R donc R appartient & F selon [8.a] et la démonstration de
T—r+00

Pégalité au [5] n’utilise que que le caractere borné de la fonction f et le fait que f et f’ soient dans E.
Cette démonstration s’applique donc & R et donc L(f)(z) = R(0) — xL(R)(x) .

(b) © On a déja indiqué ci-dessus que lim R(t) =0 donc Ve >0, 3A€ Ry, Vt>A, |R(t)| <e.

t——+o0

© On a donc, pour z > 0, selon [a],

—+oo

[£()() ~ R(0)] = [+L(R)(x)] = «

R(t)e ™" dt‘

+oo
< :c/ |R(t)|e”**dt car R€ E
0
+oo

A
<x/ \R(t)|e—“dt+x/ |R(t)|e""" dt
0

A

A “+o00
< x/ |R(t)|dt+x/ e “dtcar U € E
0 A

A +o00
Sx/ |R(t)|dt+x/ e “tat
0 0

A
soit Var > 0, |£(f)(x) — R(0)| gz/o IR(t)] dt +¢ .

(c) A étant fixé, a:fOA’R(t)’dt — 0 donc dn > 0, Vx €)0,n[, 0 < xfOA‘R(t)‘dt < e donc Vx €
r—r

+oo
10,n[, |£(f)(x) — R(0)| < 2e. Donc L(f) se prolonge en 0 par L£(f)(0) = /0 ft)de.

REMARQUE: Dans le cas ou, comme ici, [ est supposée intégrable sur Ry, une simple application du
théoréme de convergence dominée donne le résultat ci-dessus. La démonstration proposée par l’énoncé
a l” intérét de s’appliquer aussi au cas ot f n'est pas intégrable mais d’intégrale sur Ry improprement
convergente comme l’énoncé lui-méme le souligne au [10.d].
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Partie II1

10. (a) La fonction f ainsi définie est continue sur R car Sltﬂ — 1 et on a, pour tout z > 0,
t—0

:/Omf(t)dt:/Olf(t)dzwr/1 Lntdt /f dt+[ COSt} _/lxcc;tdt

. CcOS T cost T cost
_/0 F(t) dt + cos(1) — —/1 dt—>/o f(t)dt—i—cos(l)—/l dt

z 2 et e
car, d’'une part, |cosx —+> 0 et, d’autre part, C?St =0 (t%) intégrable sur [1, +o0[.

Donc F admet une limite réelle £ en + oo .

N (N+1)7 +o0
(b) Si f était intégrable sur R, alors Z Uy = / |f(t)]dt —— | f(t)] dt. Mais
0

N—
n=0 +oeo

v N* B (n+1)m |sint}dt> (n+1)m |s1nt| Q= ” |sintf Q= 2
"e “*/ t //m (n+ L /o<n+1>w R

ce qui montre que > u, diverge. Ainsi f n’est pas intégrable sur R .
n=0

(c) © On peut écrire V¢ € R, sint = Im (e') donc

X X ‘ (—z+i)t7X (o)X _q
/ sinte **dt = Qm / 7t gt | = Sm [e _ ] =Qm (e)
0 0 —T+1 |, —x+1

(—x—1) {(cosX + isin X )e "X — 1]
241

= QOm

b'e
1
ce qui donne bien Vx > 0, VX > 0, / sinte *'dt = — 5
0 x“ + 1

{(cosX +o:sinX)e*””X — 1} .

—xt

¢ sin € F donc sin € E donc pour tout = > 0, ¢t +— sinte est intégrable sur R .

© En passant a la limite quand X tend vers +o0o dans la formule ci-dessus, on obtient

“+oo
Yz >0, / sinte” ™ dt = — .
0 xr° 4+ 1

(d) ¢ f est continue sur Ry et t_l}gl f(t) = 0 donc , selon [8.a], f € F. Donc f € F et la question [6.a]

donne (L(f)) = —L(sin) soit, d’apres [c], Vo > 0, (L(f)) (z) = f%. Ainsi, il existe une constante

e +1

C € R telle que donc Vz > 0, L(f)(x) = C — Arctanz. Mais, selon la question [7], ll}rll L(f)(x)=0

soit C' = %. Finalement, Va > 0, L(f)(z) = % — Arctanz .

o Comme on en a fait la remarque & la fin de la question [9], I'intégrabilité de f n’est pas nécessaire pour

obtenir le résultat du [9.c]: il est suffisant que _lim fOX f(t) dt existe pour cela. Donc lim L(f)(x) = ¢.
X —+o0 z—0t

. . T T . too sint
Or lim L(f)(z)= lim (7 - Arctanx) = 4 ce qui donne £ = —~ —dt =3
0

z—01 z—01 2




