7Corrigé7
CCP MP 2010, Maths 1

Exercice 1
g 10 =00 5 gone 0.0y =0 et OV OO g done 20,0) = o0,
X ox y y—0 dy
of of
f(x,y) — Xa((), 0) —U@(O, 0) y (2 +y?)?

2. = < < VX2 +y2.
/X2 +y2 (x2 +y2)3/2 = (x2 4 y2)3/2 X +y

of of
f(X»U) _Xa(oyo] _UF(O)O]
donc Y (x,y) ( — 0.

VX2 +y? x,y)—(0,0)

Alors f est différentiable en (0, 0).

Exercice 2

1. Voir cours.

2. Voir cours pour la premiere partie de la question. L’image réciproque d’un compact par
une application continue n’est pas forcément un compact.
11 suffit de considérer la fonction sinus qui est continue sur R, 'image réciproque du

compact [—1,1] par son intérmédiaire est R tout entier, qui n’est pas un compact.

Probleme
Partie préliminaire

. . sint . .
1. a) la fonction t — —— est continue sur ]0, 71 prolongeable par continuité en 0. Elle
est donc intégrable sur ]0, 7t].

+oo n
b) Pour tout t € R, sint = Z %

n=0
. +oo
sint =™ 5.
— = -t
oy

_1n
Soit la fonction f somme de la série entiere Z ﬁ

DSE sur R, chacune de ses primitives ’est aussi, si on pose pour tout x € R
X

F(x) = L f(t)dt

21 et donc si t # 0,

2™, f est naturellement
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b)

alors N +
— = (_1 )n n _ = (_] ]“
FO=FO+) g n® =X enr e

n=0

2n+1
n=0

sint
Comme f(t) = —— pour tout t €]0, 71 alors

Fln) Jﬂ GLLFY S o | S
o t *n:o 2n+1!2n+1)
) Too 2ntl
Soit 1= T;}(—1) U, avec Up = (EESIES]

a1 0y . . s - Xn
Utiliser de D’Alembert, ou alors mentionner le fait que la série entiere E — aun
n!
rayon de convergence infini (c’est du cours).

. o an41 7T T X
Si on pose ap, = —— alors ap >0 et = <=—<1Isin>1.
POse fn = n an e+l S22° z
7.[1’1
donc (an)n>1 est décroissante. Elle converge vers 0 puisque an < e

On a pour tout n € N, u,, = azny1 donc (uy ), est décroissante et converge vers 0.
D’apres le critére spécial de convergence des séries alternées, la série E (=) ™uy

+oo
. _ k. .
est convergente et si on pose R, = (—1)*uy alors
k=n+1
7t2n+3

‘Rn‘ < Un+1 <

(2n+3)! (2n+3)

2 2
Nous allons maintenant approcher le réel %I par les termes %Sn ou Sy, est la

somme partielle d’ordre n de la série Z(—] ) Hia Ve
‘ 2 2

2 2n+2 n-+1
_Sn__l‘:_‘Rn‘gz * 10
us us us

<2
(2n+3)! (2n+3) (2n+3)! (2n+3)

]on+1
— <1072
(2n+3)! (2n+3)

2 2
Pour que %Sn approche %I 4 1072 pres, il suffit que 2
soit (2n +3)! (2n+3) = 2.10™*3.

n = 3 suffit et dans ce cas %Sn ~ 1,17



Partie 1 : Phénomeéne de Gibbs

3. Vu la parité de la fonction f, pour tout n € N, a,(f) = 0, et par un calcul simple bs,, =0
4 _

n2n+1)

NI

et b2n+] =

2]

|

l

|

f est de classe C' par morceaux sur R. Ses points de discontinuité sont ceux de la forme :
km ot k € Z. 1
|

|

1

|

D’apres le théoreme de Dirichlet, pour tout point x € R\7Z, point ou f est continue

& . 4 3 sin [(2k + Nt]
t) = ]; Q21 Sin [(Zk+ l)t} = ];) 1

égalité encore valable lorsque t € mZ puisque dans ce cas sin [(Zk + 1)t] = 0 pour tout
k € N* et f(t) =0.

Graphe de S;00 avec zoom sur une partie

La suite de fonction (Sy ), converge donc simplement vers f sur R.

La convergence n’est pas uniforme puisque les fonctions S, sont toutes continues sur R

est que f ne l'est pas.

Au voisinage de 0, que ce soit a droite ou & gauche, la convergence de Sy, vers f n’est

4. Les graphes des fonctions S19, S20 et séparément celui de Szp9 pour une meilleure illus- pas uniforme. On pergoit de fortes perturbations de la fonction S, au voisinage de 0, au
tration du phénomene, sur lintervalle [—7/2, 7). fur est & mesure que n grandit. C’est le phénomene de Gibbs.

5. a) Soit n € N*, pour tout t € R\nZ

3
|

n—1 n—1
Tn(t) — sin [(Zk+ ])t} Im (Z e1(2k+1)t> —7m (eit Z (ezit)k>

0 k=1 k=0

_ A2int it _ Li(2n+1)t
n _ (J—e e e
= Im (e 1 _621t ) Im ( 1 — e2it )

—2isin (nt)et(m+1)t sinnt .
= Im =7m etnt
- ( —2isin(t)ett sint

~
Il

i

2

: T sin? (nt)

] i —

T sint

1

I

7 b) Soit un segment [a,b] C ]0,7t/2[. Pour tout n € N* et pour tout t € [a, b]

I 1

| L e Talt) < ——
S20 sin a

On pose alors M =

sina’

¢) On exécute la transformation dite d’Abel, pour tout n,p € N* et pour tout t € [a, b]
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a)

b)

n+p

4 sin [2k+1Dt] 4 ¢ T () = Te(t)
Swp®=Sa(t) = 3 o=l Y RS
k=n+1 k=n+1
_ 4 (Mpﬂ Te(t) = Tk("))
b k:n+22k_] 2k +1
_ 4 Tn+p+] TTL-H = 1
= 7t<2(n+p+1)—1 2(n+1)—1+k£]Tk(t) k—1

De quoi on déduit

4M 1 1 s 1 1
_ < -
Srrp(t) =Salt)l < = (2n+2p+1 T 1;1 (2k—1 Zk—H))
4M 1 1 1 1
5 + + -
n \2n+1 2In+1 2(n4+1)—1 2n+2p+1
M3 12M
nm ' 2n+1 w2n+1)
Soit alors € > 0 et soit un entier N tel que 127]\/[ < e Pourtousn >N, peN
meTaNT ) S P
et pour tout t € [a,b] on a alors
|Sn+p(t) _Sn(t)‘ < 3

Ceci démontre que la suite de fonctions (S;,) converge uniformément sur le segment
[a,b]. Convergence qui se fait vers f puisque on a déja vu qu’il y’a convergence

simple vers f sur R.

SoittEOn/Z
4
2 1(2k+1)
E cos k+ 1)t NE e

k
Sn(t) =0(=>sinZnt:0(=)ElkeZ;t:Rn

2 sin2nt

4 Re sin n’ceint _2
sint

7 sint

u
La plus petite valeur qui annule S;, sur ]0,7t/2] est donc le réel o, = I

sin 2nt sin 2nt

Sh(t) =

se prolonge par continuité en 0 en posant s, (0) = 2n.

. La fonction sy : t —

On a vu que pour tout t €]0,7/2], -
sint

Sw, qui est de classe C', est alors une primitive de s, sur le segment [0,71/2]
avec S;(0) = 0. D’apreés le théoreme fondamental du calcul intégral, pour tout
x € [0,7t/2]

x * sin 2nt

2 2
S =— t)dt =
n(x) NJ n(t) 7'[J0 sint
I'intégrale du dernier terme de cette égalité se faisant sur 'intervalle ]0, x]. De la
2 J'T[/zn sin2nt . y—2nt |1 J“ sinu
dt = u
0

Snlon) = - 0 sint nr m
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1

2k +1

)

sinu
u/2n
1 J’Tr sinu 2J’7r sinu
— | ————du— =
nm J, sin(u/2n) T)o u

chose qu’on va s’atteler a démontrer.

sinu

S/ au voisinage de 0, on peut faire ’hypothese que

¢) En observant que

du (%)

On va utiliser les inégalités connues :

2
vt e [0,7/2], sint > %t (concavité de sin sur [0.71/2])

1
VtER, int—t/ < ¢ I3
On a alors pour tout t €]0,7t/2]

(inégalité de Taylor—Lagrange).

[t —sint| %3 I
Ll R R g

t
tsint % 12

sint  t|

1 1 ‘

u
Si maintenant n € N* et u €]0, 71] alors n € [0,7t/2] et donc

sinu sinu s u‘ ul < m?
—— — ——— [ < .o [sinu| < ——
sin(u/2n)  uw/2n 12 2n 24n
On integre sur ]0, 7]
1 J’Tr sinu 2 J’r sinu 1 J’r sinu sinu m?
— - au— — dul < — 5 U s
nm J, sin(w/2n) Tly W nm Jy |sin(u/2n)  u/2n 24n?

Ce qui démontre I'assertion (x), assertion qui signifie que
Sn(‘xn) — =1
U
€]0.7t/2[ donc f(an) =1 et donc
ISn (x) — f(x)I >

sup |Sn(0‘n)_f((xn)| 2 |Sn(“n)_”

x€10,7t/2(

2 2
Puisque (Sn(an)) converge vers %I est que —I ~ 1,17 d’apres la question (2.b.) alors la
s
quantité

sup  [Sn(x) — f(x)|
x€10,7t/2[

ne peut converger vers 0, car sinon (Sy, (o)) convergerait vers 1.

N.B : La question revient & démontrer que la suite de fonctions (Sy, ), ne converge pas
uniformément vers f sur I'intervalle ]0,7t/2[. Tout le brique & braque mis en ceuvre pour
y arriver, en dehors de son aspect sportif, est inutile. En effet il suffisait de mettre en
défaut le théoreme d’interversion

th();«éhm hm Sa(x)

n—-+oo x—0 x—0+t n—+
La premiere double limite valant 0, la seconde 1.

La question aurait eu plus d’intérét si elle s’était orientée vers une minoration effective

de sup [Sn(x)—f(x)].

x€10,7t/2(



Partie 2 : Démonstration du théoréme de la con-

vergence normale

8. La formule de Parseval pour une fonction f : R — C cotinue par morceaux 27-périodique

1, v 2 P I APPN
lco (A1 + D lea(fI* +len(f)l ik [f(t)]" dt
n=1

Si f est continue et tous ses coefficients de Fourier sont nuls alors

27
J [F(t)2dt =0 ()
0

La fonction h‘|2 étant continue positive sur le segment [0, 271, cela implique qu’elle est
nulle sur ce segment et par périodicité, sur R tout entier. f est donc la fonction nulle.
Si maintenant f était seulement continue par morceaux, I’égalité (x*) est toujours val-
able, elle implique que f s’annule en tout point ou elle est continue, et donc pas forcément
partout nulle, sauf si ... elle était continue.

(Précisons, si f est 2m-périodique, continue par morceaux et vérifie 'égalité (xx) alors
f =0 <= f est continue)

. f est continue 27-périodique et sa série de Fourier converge uniformément sur R. On
pose pour tout t € R.
+oo

g(t) =co(f) + Z cp(fletPt +cp(fle Pt
p=1

a) les fonctions t — ¢y, (flePt 4 cp (f)e P! sont continues sur R est la convergence
est uniforme sur R, donc g est continue sur R.

Maintenant, grace a la convergence uniforme sur le segment [0, 271 on peut intégrer
terme & terme D’expression g(t)e ™, ce qui donne pour tout n € Z

c (f) _ Co(g) JZﬂ e_intdt'f‘l f c (f) J'ZTE ei(P—n)tdt Y “:) JZﬂ e—i[p+n)tdt
" 2 Jo 2 LA ]

b 2w
figurant dans cette expression est non nulle, elle est obtenue pour p =nsin > 0,

1 27 .
Comme pour tout (k,h) € Z? —J et"Mtat — 5,1, une seule des intégrales
0

pour p = —m si n < 0. Ce qui nous mene a ’égalité
cnlg) = cn(f)
b) f— g est continue 27-périodique sur R et par linéarité des coefficients de Fourier
YnezZ, cn(f—g) =cnl(f) —cnl(g) =0
D’apres la question (8.) on a donc g = f.
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10.

a) f étant continue et C' par morceaux, une intégration par parties donne

27 27
cn(f) = 2]—7_[ Jo f/(t)e mtdt = 2]—7_[ ([f(’c)e‘i“t]érr +in Jo f(t)e‘i“tdt) = incn (f)

1
b) Pour deux nombres complexes a et b, |ab| <

de (la| —[b))* = 0).
SineN*etteR alors un(f)(t) = — (cn(f')e ™ —c_n(fle'™) et donc

(\al2 + \b|2> (découle tout bétement

N

len () le—n(f)I _ 1 1
< — - - < — —
[un (F) ()] < T S t3

(Ien(F)1 +le—n(f)7)

c¢) La fonction f’ étant continue par morceaux 27m-périodique, d’apres la formule de
Parseval les séries & termes réels positifs Z len (f /]\2 et Z lc_n(f /]\2 sont conver-
gentes. La majoration obtenue dans la question précédente acheéve de démontrer
que la série de fonctions Z un (f) converge normalement sur R. Elle converge vers
la fonction g définie dans la question (9.), toujours d’apres cette question, on a
forcément g = f.

Ainsi E un (f) converge normalement vers f sur R.

d) Le phénomeéne de Gibbs ne subsiste plus pour une fonction 27t périodique, continue

et de classe C' par morceaux sur R.
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