
CCP 2006- Epreuve de mathématiques I- CorrigéPar M. TAIBI Professeur de MP* Lyée Moulay Youssef Rabat MaroExerie 1a) Si un =
1

n(n + 1)(n + 2)
pour tout n ∈ N

∗ , alors :
∀n > 1, un > 0, un ∼

1

n3
et P 1

n3
onverge ( série de Reimann )Don, par le thm de omparaison de séries à termes positifs, la série P
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4Et par suite :
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4b) La série entière P 1

n!
xn a un rayon de onvergene in�ni et pour tout x ∈ R,

∞P

n=0

1

n!
xn = ex.Don pour tout x, xex =
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xnEn partiulier pour x = 2, on a :
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2Exerie 2
f : R → R est une fontion paire, 2π-périodique telle que f(x) = x2 pour tout x ∈ [0, π]a) f étant paire, don bn = 0 pour tout n

a0 =
2

π
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3Pour tout n > 1, on a : an =
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n2la série de Fourier de f est :
π
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2
+
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n>1

4

n2
(−1)n cos(nx), x ∈ Rb) Comme f est ontinue et de lasse C1 par moreaux sur R, alors par le théorème de Dérihlet de onvergenenormale, la série de Fourier de f onverge normalement, don uniformément sur R vers la fontion f, en parti-ulier :

∀x ∈ [0, π], x
2 =

π2

3
+

∞X
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4

n2
(−1)n cos(nx).Pour x = 0, on a : 0 =
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+
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12Pour x = π, on a : π2 =
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3
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Par π2
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8) Par le théorème de Parseval, on a :
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9
+ 16
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90ProblèmeI- Déouverte des fontions tests1. Soit A une partie de R,

⇒) Si A est bornée dans R ,alors il existe r > 0 tel que A ⊂ [−r, r], don
A ⊂ [−r, r] = [−r, r] et par suite A est bornée.On sait que A est toujours fermée, et puisque R est de dimension �nie, on déduit que A est une partie ompatede R .
⇐) Si A est une partie ompate de R, alors A est bornée dans R et puisque A ⊂ A, on déduit que A est bornéedans R .2. Quelques exemples :a. Soit u : R → R une appliation paire telle que :

u(x) =


4 − x2 si x ∈ [0, 2]
0 si x > 2Il est lair que l'appliation u est ontinue sur R et que u(x) 6= 0 si et seulement si x ∈] − 2, 2[, don

Supp(u) = [−2, 2]
u est don a support ompat, mais u n'est pas une fontion test ar u n'est pas dérivable en 2 (Dg(u)(2) =
−4 6= 0 = Dd(u)(2) )Représentation graphique de u :

0 2 4−2−4

0

2

4

b. La fontion sin est une fontion de lasse C∞ sur R , mais son support est non borné ar (xn = π
2

+ 2nπ)nest une suite de points de support de sin telle que lim
n∞

xn = +∞. Don l'appliation sin n'est pas unefontion test .3. Soit la fontion h dé�nie par : h(x) =

(

exp(−
1

x
) si x > 0

0 si x 6 0a. h est C∞ sur R
∗ (par opérations ) ave h(k)(x) = 0 pour tout x ≤ 0 et tout entier k ∈ N .Pour x > 0, h′(x) =

1

x2
exp(−

1

x
), on pose P1(X) = X2 .Soit k ∈ N

∗, supposons que h(k)(x) = Pk( 1
x
) exp(− 1

x
) pour tout x > 0, alors :

h
(k+1)(x) =

„

−
1

x2
P

′
k(

1

x
) +

1

x2
Pk(

1

x
)

«

exp(−
1

x
) pour x > 0.Par le prinipe de réurrene la suite polynomiale (Pk)k véri�e : Pk+1(X) = −X2P ′

k +X2Pk et deg(Pk+1) =
deg(Pk) + 2.Don pour k ∈ N

∗,
k−1P

j=0

(deg(Pj+1) − deg(Pj)) =
k−1P

j=0

2 = 2k et par suite deg(Pk) = 2k ar deg(P0) = 0

(P0 = 1)Conlusion :
∀x > 0, ∀k ∈ N, h

(k)(x) = Pk(
1

x
) exp(−

1

x
) et deg(Pk) = 2kLa fontion h est ontinue sur R, et de lasse C∞ sur R

∗ et de plus
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lim
x→0+

h(k)(x) = lim
x→0+

Pk(
1

x
) exp(−

1

x
) + 0 , lim

x→0−
h(k)(x) = 0.par le prinipe de réurrene, via le théorème du prolongement de la dérivée, on déduit que h est de lasse

C∞ sur R et que pour tout k ∈ N, h(k)(0) = 0.b. La fontion h est de lasse C∞ sur R mais n'est pas a support ompat ar h(x) > 0 pour tout x > 0, don
h n'est pas une fontion test .
h n'est pas développable en série entière au voisinage de 0 en e�et : si h bes développable en série entièresur un voisinage de 0, alors, il existe r > 0 tel que :

∀x ∈] − r, r[, h(x) =
∞X

k=0

h(k)(0)

k!
x

k = 0 ar h
(k)(0) = 0 pour tout k,e qui est impossible ar h n'est pas identiquement nulle sur ]0, r[.4. Soit la fontion ϕ dé�nie par ϕ(x) = h(−(x + 1)(x − 1))a. Soit x ∈ R, ϕ(x) 6= 0 ⇔ h(−(x+1)(x−1)) 6= 0 ⇔ (x−1)(x+1) > 0 ⇔ x ∈]−1, 1[, Don, Supp(ϕ) = [−1, 1].La fontion ϕ est de lasse C∞ sur R omme omposée de deux fontions de lasse C∞ et puisque son supportest ompat , l'appliation est don une fontion test.Variations de la fontion ϕ :

x -1 +1
−(x − 1)(x + 1) - 0 + 0 -
ϕ(x) 0 e

1
(x−1)(x+1) 0

ϕ′(x) = −2xh′(−(x2 − 1)) où h′(x) =
1

x2
e−

1
x > 0 pour tout x > 0

0 1 2−1−2
0

b. La fontion x → h(−(x − 3)(x − 8)) est une fontion test dont le support est [3, 8].La fontion x → h(−(x − 1)(x− 2)) + h(−(x− 5)(x − 6)) est une fontion test ar elle est de lasse C∞ etdont son support est [1, 2] ∪ [5, 6]5. Si une fontion est a support ompat, alors elle-i est nulle au voisinage de ∞, don de limite nulle à l'in�ni.6. Constrution d'une suite régularisante :a. Comme la fontion ϕ est ontinue sur R et a support ompat (la fotion est nulle en dehors de [−1, 1] ),alors ϕ est intégrable sur R et R

R

ϕ =
+1R

−1

ϕ > 0 ar ϕ est ontinue et stritement positive sur ] − 1, 1[.Posons c =
+1R

−1

ϕ =
R

R

ϕ et ρ(x) =
1

c
ϕ(x) pour tout x, alors ρ , omme ϕ , est une fontion test dont lesupport est [−1, 1] et que ρ est une fontion intégrable sur R ave R

R

ρ =
1

c

R

R

ϕ = 1.Pour n ∈ N, on pose ρn(x) = nρ(nx) pour tout x ∈ R.b. Soit n ∈ N
∗, l'appliation ρn est de lasse C∞ ( opérations sur les fotions de lasse C∞ ) sur R. De plus

ρn(x) 6= 0 ⇔ ρ(nx) 6= 0 ⇔ nx ∈] − 1, 1[⇔ x ∈] −
1

n
,
1

n
[don Supp(ρn) = [−

1

n
,
1

n
].La fontion ρn est intégrable sur R et R

R

ρn = n

1
nR

− 1
n

ρ(nx)dx =
1R

−1

ρ(t)dt = 1.En onlusion : Pour tout n ∈ N
∗, ρn est une fontion test et que R

R

ρn = 1.II- Approximation uniforme sur R par des fontions de lasse C∞ ou par des fontions tests7. L'approximation polynomiale ne onvient plusSoit (Pn)n une suite de fontions plynomiales qui onverge uniformément vers f sur R tout entier .
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a. Soit ε = 1 > 0, omme (pn)n est de Cauhy pour la norme de onvergene uniforme, il existe N ∈ N
∗, telque : ∀n, m ∈ N, n > m > N ⇒ ∀x ∈ R, |Pn(x) − Pm(x)| 6 ε = 1. En partiulier pour m = N, on a lerésultat demandé .Pour n > N, la fontion poynomiale Pn −Pn est bornée sur R, don onstante, et par suite deg(Pn −PN ) ∈

{−∞, 0}.b. D'après la question 7.a), il existe N ∈ N
∗ tel que : ∀n > N, ∃Cn ∈ R ; ∀x ∈ R, Pn(x) − PN(x) =

Cn . Comme la suite (Pn)n onverge simplement vers f sur, il en résulte que la suite (Cn)n onverge.Si C = lim
n

Cn , alors C = lim
n

Cn = lim
n

(Pn(x) − PN (x)) = f(x) − PN (x) pour tout x ∈ R, et par suite
f(x) = PN (x) + C pour tout x.Conlusion : f = PN + C est don une fontion polyn�me sur R .8. Approximation d'une fontion ontinue à l'in�ni par une suite de fontions ontinues à support ompat :Pour n ∈ N, zn est une fontion dé�nie sur R paire telle que :

zn(x) =

8

<

:

1 si x ∈ [0, n[
−x + n + 1 si x ∈ [n, n + 1[
0 si x ∈ [n + 1, +∞[a. Représentation garphique de zn :

0

1

−1Limite simple de la suite (zn) :Comme zn est paire pour tout entier n, il su�t d'étudier la onvergene pour x > 0.Soit x > 0, pour tout entier n > E(x)+1, on a alors x ∈ [0, n[ et par suite zn(x) = 1 et don lim
n

zn(x) = 1.En onlusion : la suite de fontions (zn)n onverge simplement vers la fontion onstante 1 .La onvergene de la suite n'est pas uniforme, ar pour xn = n + 1, on a |zn(xn) − 1| = 1 ne tend pas vers
0 quand n tend vers +∞ .b. Soit g une fontion ontinue sur R, nulle à l'in�niMontrons que g est bornée sur R :Soit ε = 1 > 0, omme lim

|x|→+∞
g(x) = 0, il existe a > 0 tel que : ∀x ∈ R, |x| > a on a |g(x)| 6 1, don g estbornée sur ] −∞,−a] ∪ [a, +∞[.

g étant ontinue sur R, en partiulier g est ontinue sur le ompat [−a, a] et par suite g est bornée sur
[−a, a]En onlusion : g est bien bornée sur R .Pour n ∈ N, posons αn = sup

|x|>n

|g(x)|. Etude de la monotonie de la suite (αn)n :Soit n ∈ N, omme {|g(x)| , |x| > n + 1 } ⊂ {|g(x)| , |x| > n}, il en résulte que
αn+1 = sup{|g(x)| , |x| > n + 1} 6 sup{|g(x)| , |x| > n} = αn.Don la suite (αn)n est monotone déroissante .De plus (αn)n est minorée par 0, don onverge dans R .Montrons que lim

n
αn = 0 :soit ε > 0, puisque lim
|x|→+∞

g(x) = 0, il exite c > 0 etl que : ∀x ∈ R, |x| > c, |g(x)| 6 εEn partiulier pour n > c, on a : ∀x, |x| > n ⇒ |g(x)| 6 ε et par suite pour tout n > c, 0 6 αn =
sup
|x|>n

|g(x)| 6 ε.En dé�nitive :
lim

n
αn = 0.d. Pour n ∈ N, on pose gn = gzn :Pour n ∈ N et x ∈ R, on a : g(x) − gn(x) = g(x)(zn(x) − 1), et que pour x > 0, zn(x) − 1 =

8

<

:

0 si x ∈ [0, n]
−x + n si x ∈ [n, n + 1[
−1 si |x| > n + 1

( on n'oublie pas que la fontion zn est paire).D'autre part ‖gn − g‖∞ = max(supx∈[−n,n] |g(x) − gn(x)| , sup|x|>n |g(x)− gn(x)|)

= sup|x|>n |g(x) − gn(x)| ar g(x) − gn(x) = 0 pour x ∈ [−n, n]Mais pour
|x| > n, |g(x)− gn(x)| = |g(x)| |zn(x) − 1| 6 |g(x)| (|zn(x)|+ 1) 6 αn (|zn(x)|+ 1) 6 2αn.
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En onlusion :
‖gn − g‖∞ 6 2αn.e. Comme la suite (αn)n onverge vers 0 (indépendement de x ), il en résulte, d'après l'inégalité préèdente,que (gn)n onverge uniformément vers g sur R tout entier.De plus, pour tout n ∈ N, gn est une fontionontinue sur R de support [−n − 1, n + 1] qui est ompat.En onlusion : Toute fontion g ontinue sur R, nulle à l'in�ni est limùite uniforme de suite de fontionsontinue sur R à support ompat .

f est une fontion ontinue sur R et g ontinue sur R et à support ompat :
∃R > 0, Supp(g) ⊂ [−R, R]9. Convolution :a. Pour x un réel �xé, l'appliation t 7→ g(t)f(x − t) est ontinue sur R (par opérations ) et nulle sur ] −

∞,−R[∪]R, +∞[, don intégrable sur R.On pose g ∗ f(x) =
R

R
g(t)f(x − t)dtb. Pour x �xé, l'appliation t 7→ f(t)g(x− t) est ontinue sur R, et nulle sur ]−∞,−R−x[∪]R−x,+∞[, donintégrable sur R.On note f ∗ g(x) =

R

R
f(t)g(x − t)dt.On fait le hangement de variable t 7→ u = x− t qui est un C1-di�éromorphisme , dans l'intégrale f ∗ g(x),on aura :

f ∗ g(x) =
R +∞

−∞
f(t)g(x− t)dt

=
R −∞

+∞
f(x − u)g(u)(−du)

=
R +∞

−∞
f(x − u)g(u)du = g ∗ f(x).10. Support d'une onvolution :a. Ii on suppose de plus que f est à support ompat : ∃S > 0 tel que Supp(f) ⊂ [−S, S]Si x > S + R, alors (f ∗ g)(x) =

SR

−S

f(t)g(x − t)dt ar f est nulle en dehors de [−S, S]. Si t ∈ [−S, S], alors
x − t ∈ [−S + x, S + x] et omme x > R + S, on a x − t > R + S − t

| {z }

>0

> R, don g(x − t) = 0 et par suite
(f ∗ g)(x) = 0.Si x < −R−S, alors (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x)

RR

−R

f(x)g(t)dt ar gest nulle en dehors de [−R, R] S t ∈ [−R,R],alors x − t ∈ [−R + x, R + x] et omme x < −R − S, on a x − t < −R − S − t
| {z }

60

6 −S, don f(x − t) = 0 etpar suite (f ∗ g)(x) = 0.En onlusion : f ∗ g est à support ompat .b. Supposons f n'est pas à support ompat, montrons que f ∗ g n'est pas neessairement a support omapt.Prendre par exemple g positive non ulle et f = 1.11. Dérivation d'une onvolution :a. Soit a un réel stritement positif et x ∈ [−a, a], on a :
(f ∗ g)(x) =

+∞R

−∞

f(x − t)g(t)dt =
RR

−R

f(x − t)g(t)dt ar g est nulle en dehors de [−R, R].Ave le hagement de variable a�ne t → u = x− t , on a : f ∗g(x) = −
x−RR

x+R

f(u)g(x−u)du =
x+RR

x−R

f(u)g(x−

u)du.Pour u ∈ [−a − R, x − R[, on a : −u > R − x et puis x − u > R , don g(x − u) = 0.De même pour u ∈]x + R, a + R], on a : −u < −x − R et puis x − u < R, don g(x − u) = 0En onluison :
f ∗ g(x) =

x+RZ

x−R

f(u)g(x − u)du =

a+RZ

−a−R

f(u)g(x − u)du.b. On suppose de plus que g est de lasse C1 sur R, alors l'appliation
Ψ : R × [−a − R, a + R] → R

(x, t) 7→ f(t)g(x − t)est ontinue et admet une dérivée partielle par rapport à x : de plus l'appliation (x, t) 7→ ∂
∂x

Ψ(x, t) =
f(t)g′(x − t) qui est ontinue sur R × [−a − R, a + R], don par le théorème de dérivation sous le signe
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intgrale, la fontion f ∗ g est de lasse C1 et (f ∗ g)′(x) =
a+RR

−a−R

f(t)g′(x − t)dt =
+∞R

−∞

f(t)g′(x − t)dt ar
g′ est aussi a support ompat ave Supp(g′) ⊂ [−R,R] ( g est toujours nulle en dehors de [−R, R], donaussi g′...).En onlusion : (f ∗ g)′ = f ∗ g′ .Par le prinipe de rédurene on démontre que si g est alsse C∞ alors f ∗ g est de lasse C∞ sur R et que
(f ∗ g)(k) = f ∗ g(k) pour tout entier k.12. Appliation à l'approximation :a. Soit n ∈ N

∗, et x ∈ R, on a :
f ∗ ρn(x) − f(x) =

+∞R

−∞

f(x − t)ρn(tdt − f(x)

=
+∞R

−∞

f(x − t)ρn(tdt −
+∞R

−∞

f(x)ρn(t)dt ar +∞R

−∞

ρn(t)dt = 1

=
+∞R

−∞

(f(x − t) − f(x)) ρn(tdt

1
nR

− 1
n

(f(x − t) − f(x)) ρn(tdt ar Supp(ρn) = [−
1

n
,

1

n
]D'où |f ∗ ρn(x) − f(x)| =

˛
˛
˛
˛
˛
˛

1
nR

− 1
n

(f(x − t) − f(x)) ρn(tdt

˛
˛
˛
˛
˛
˛

6

1
nR

− 1
n

|f(x − t) − f(x)| ρn(tdt.b. On suppose ii f est de plus uniformément ontinue, soit ε > 0, il existe alors un réel η > 0 tel que :
∀y, z ∈ R, |y − z| 6 η ⇒ |f(y) − f(z)| 6 ε (*).Posons n0 = E(η) + 1 > 1, pour n ∈ N

∗ tel que n > n0, et pour tous x ∈ R, t ∈ [− 1
n
, 1

n
], on a :

|(x − t) − x| = |t| 6
1
n

6 η et par (∗), on déduit que |f(x − t) − f(x)| 6 ε.Doù |f ∗ ρn(x) − f(x)| 6

1
nR

− 1
n

|f(x − t) − f(x)|ρn(tdt 6 ε

1
nR

− 1
n

ρn(tdt = ε pour tout x et tout entier n > n0.En onlusion : ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N
∗ , ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ ∀x ∈ R, |f ∗ ρn(x) − f(x)| 6 ε 'est à dire la suite defontions (f ∗ ρn)n∈N∗ onverge uniformément sur R vers la fontion f .. Soit f une fontion ontinue sur R a support ompat.Pour n ∈ N

∗, la fontion f ∗ρn est aussi a support ompat (question 10) et omme ρn est de lasse C∞ sur
R ( Questions 4 et 6), on a f ∗ ρn est une fontion de lasse C∞ sur R et par suite f ∗ ρn est une fontiontest. La fontion f est nulle a l'in�ni, ar f est support ompat, don f est uniformément ontinue sur R .Par la question 12 , la suite de fontion (f ∗ ρn)n>1 onverge unformément vers f sur R.III. Théorème de Whitney13. Soit f une fontion de lasse C∞ sur R, posons Z(f) = {x ∈ R, f(x) = 0} ensemble des zeros de f .On a alors Z(f) = f−1{0} est un fermé omme image réiproque d'un fermé par une fontion ontinue .14. Une première tentative de preuve...infrutueuseSoit F une partie fermée de R.Cherhons Z(dF ) où dF (x) = d(x,F ).Soit x ∈ R, on a : x ∈ Z(dF ) ⇔ d(x,F ) = 0 ⇔ x ∈ F = F ar F est fermée, don Z(dF ) = F.Si l'appliation dF est C∞ sur R, alors le théorème de Witney est démontré.Représentation de dF dans le as de F =] −∞,−1] ∪ [1, +∞[ :on a dF (x) =

8

<

:

1 − x si x ∈ [0, 1]
x + 1 si x ∈ [−1, 0[
0 ailleurs

0 1 2 3 4−1−2−3−4
0

1

dF ne véri�e la propriété ar dF n'est pas dérivable sur R , don dF n'est pas de lasse C∞ .15. Utilisation de fotion testi) On suppose que F est le omplémentaire de ]a, b[ ave a < b, don F =] −∞, a] ∪ [b, +∞[:On onsidère la fontion f telle f(x) = h(−(x − a)(x − b)) où h est la fontion dé�nie dans la question 3, alors
f est une fontion test ( f est de lasse C∞ et a support ompat : Supp(f) = [a, b] ), ave Z(f) = F. Don lethéorème est démontré .
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ii) On suppose que F est le omplémentaire de ]a, b[∪[c, d[ ave a < b < c < d :On onsidère la fontion f telle f(x) = h(−(x− a)(x− b)) + h(−(x− c)(x− d)) où h est la fontion dé�nie dansla question 3, alors f est une fontion test ( f est de lasse C∞ et a support ompat : Supp(f) = [a, b] ∪ [c, d]), ave Z(f) = F. Don le théorème est démontré .16. Démontrons le Théorème dans le as général :Soit F une partie fermée de R, notons par Ω le omplémentaire de F dans R, alors Ω est un ouvert de R. Soit
(]ak, bk[)

k∈I
une partion de Ω, où I est une partie non vide de N et ak < bk pour tout k, on a : Ω =

S

k∈I

]ak, bk[.Si I est �ni, la fontion f telle que f(x) =
P

k∈I

h(−(x − ak)(x − bk)) pour tout x, est une fontion de lasse C∞a support ompat( Supp(f) ⊂
S

k∈I

[ak, bk]. ) ave Z(f) = F. Don la théorème est démonté.Si I est in�ni, on se ramène à I = N et on onsidère la fontion
f =

∞X

k=0

hk où hk(x) = h(−(x − ak)(x − bk)) pour tout x,on a : f est de lasse C∞ et que Z(f) = F.
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