II.

. Inégalité de Schwarz et cas d’égalité : cours classique.

CCP 2001. Filiere MP. MATHEMATIQUES 1.
Corrigé de JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

Projection sur un convexe fermé de R™.

b+c

Soit (a, b, ¢) vérifiant les conditions de I'énoncé. Il vient 0 = [ja — b[|? — [ja — ¢||* = 2((c — b)|(a —
conclusion par Pythagore.

)) d’oti la

. Soit g fixé quelconque dans F et soit K = F N B(z, R) avec R = ||z — yol||. On a clairement d(z, F) = d(z, K).

Or K est compact en tant que fermé borné et 'application y — ||z — y|| est continue (lipschitzienne de rapport
1) et admet donc un minimum sur K. CQFD. La distance d’un point & un fermé est atteinte.

. Soit désormais A un convexe fermé et deux points uq et uo de A en lesquels la distance de x & A est atteinte. Si

ui

uy # ug, il vient d’apres 1., ||z — m|| < ||z — u1|| = d(z, A) avec m = 2 € A ce qui est impossible.  CQFD.

La distance a un conveze fermé est atteinte en un unique point.

. Soit « vérifiant les conditions de 1’énoncé et soit y quelconque de A. 11 vient :

|z —yl? =z —a|®>+ |y —al|* = 2(z — aly — @) > ||z — a| donc a = P(z). CQFD.

. Supposons qu’il existe y € A vérifiant les conditions de 1’énoncé (ce qui assure y # P(x)) et soit, pour t € R,

y(t) = P(z) + t(y — P(z)). I vient S(t) = ||z — y(t)||%.

Par ailleurs S(t) = ||z — P(2)||? — 2(z — P(z)|y — P(2))t + |ly — P()|?*t> donc atteint son minimum sur R en ¢,
strictement positif puisque le coefficient de ¢ est strictement négatif par hypothese.

Donc S(tg) < 8(0) = ||z — P(x)||>.  Or S(1) = ||z — y||? > ||z — P(2)||? puisque y # P(x) i.e. S(1) > S(0).
Ainsi to €]0,1[ donc y(tg) € A et ||z — y(to)||* = S(to) < S(0) = |Jx — P(x)||* ce qui est contradictoire avec la
définition de P(z). En conclusion il n’existe aucun élément y de A tel que (z — P(z)|ly — P(z)) > 0. CQFD.

. Simple résumé des deux questions précédente : La projection P(x) de x sur un convexe fermé de R™

est caractérisée par (x — P(z)|y — P(z)) < 0 pour tout y € A.

. En particulier puisque P(y) € A, on a (z — P(x)|P(y) — P(z)) < 0 donc puisque z — P(z) = (z —y) + (y — P(x)) :

(z —ylP(z) = P(y)) > (P(z) = y|P(z) = P(y)) = | P(x) = PW)|* - (y — P(y)|P(z) — P(y)).

Or (y — P(y)|P(z) — P(y)) <0 d’apres 6. puisque P(z) € A. Ainsi |[P(z) — P(y)||? < (z — y|P(z) — P(y)).

Si P(x) # P(y) il en découle par l'inégalité de Schwarz que ||P(x) — P(y)|| < ||z — y||. Ce qui est encore vrai si
P(x) = P(y). Ainsi P est lipschitzienne de rapport 1.

Naturellement P(x) =z si z € A donc P(A) = A et a fortiori P(R™) = A.

. Soit x ¢ A. Supposons que P(x) € A et soit R > 0 tel que B(P(x),R) € A. Alors R < ||z — P(x)]| car z ¢ A.

: _ R z— P(x)
SOtyQ P( )+ 27H (l‘)”

Or R < || — P(z)|| donc |1 — Y ‘ (

R
2|z = P(x)]|

Pl )”> < 1. Ainsi ||z — yo|| < ||z — P(x)]| ce qui est

Alors yo € A et en outre ||z — yol| = ‘1 -

| — P(z)]].

R
2|z —
contradictoire avec la définition de P(x) Six & A alors P(xz) € A\ A.

Théoréme de Brouwer dans R2.

. Soit x fixé quelconque dans B et soit F, définie sur R par F,(t) = ||z +t(z — f(z))[> — 1 ie.

Fu(t) = ||z — f(2)]|*t? + 2(z|z — f(2))t — (1 — ||z||*). Supposons que f n’admette aucun point fixe, alors F,(t) est
un trinéme du second degré et, comme 1 — ||z||? > 0, ce trindme admet une unique racine positive ou nulle. D’ott
I’existence et l'unicité de la fonction p.  CQFD.

(ol — (@) + VAG)

TR vec A(x) = (x|:c—f(x))2+ |z — f(2)||*(1—||z||?) ce qui prouve que p

est de classe C2 par composition d’applications classiquement C2. Naturellement p(x) = 0 si et seulement si z € S.

En outre p(z) ==

8(,01 8(,02

Pro. TPg — = =0
10.11 vient ¢? + 3 = 1 donc par dérivation (licite puisque ¢ est C?) il vient 3@1 8@2 c’est & dire
tM(x) - p(x) = 0 pour tout & € B en notant M (x) la matrice proposée. 1. 7o T2 Ory

Donc ¢(x) € Ker M (z). Or ¢(x) # 0 puisque ||¢(z)|| = 1. Donc M (x) est singuliere.  CQFD.

11.S0it A(z) = (au(x) oz21(x;> la matrice jacobienne de . I vient 1(z,t) = 1 4 ttr (A(z)) + t* Det (A(z)) donc

alz(x) (122(%
B(x) = tr (A(x)) et y(x) = Det (A(x)) qui sont de classe C! puisque a est de classe C*.  CQFD.

mOlpmlica.tex - page 1



1 —|—0111($) (121(%)

En outre ¢(r) = = + a(z) donc M(r) = ( ara(z) 1+ aga(x)

) et, d’apres 10., ¢¥(z,1) =0. CQFD.

b. Pour ¢ fixé, x —— 1(x,t) est continue sur B d’apres a. donc J est bien définie. Il vient J(0) = // drydazs =7
B
et J(1) =0 d’apres a.

8 0
c. Il vient / / Bx)dxrdaze = / / 801 802) d 21 d zo. Par Fubini (licite car les fonctions sont continue sur B) :
X1 xro

\/l—i-r2
/ %d$1d$2 / / 801 ($1,$2)d$1 dJZQ
B zo=—1 —/1— r 8331

_ /:2_1 <a1(\/@, 22) —on(—/1- %, x2)> das.

2=—1

Or, pour tout x3 € [—1,1], y = (— \/1 —x3 x2) et z = (\/1 — 23, z2) appartiennent a S donc p(y) = p(z) = 0 donc
a(y) = a(z) = 0 donc a fortiori a1 (y) = a1(z

Oa
Ainsi / — dxl dzs = 0 et de méme // —= dxl dzs = 0. Donc finalement // B(x)dxydze =0. CQFD.
B

B 011 8%2
xro=1 rlzw/l—rg 8 8
d. Par Fubini comme ci-dessus, I1(g) = / / 991 992 dz; | dzo.
ro=—1 —/1—x2 Oz Oz

L’intégrale interne se calcule par parties (licite car g est de classe C2?) et vaut ainsi :

_ — 2
xr1= 1r2

0 0 82
91(\/T= 23, 22) 22 (/T = 23, 02) — gr(— /1 — 23, 22) 222 (—/1 — a3, ) — / g1(2) =2 (x) d .
0o 0xa rlz—\/q 0x10x2
2
09> (z) (qui est bien continue sur B puisque
8%18332

En réutilisant Fubini en sens inverse pour la fonction 2 —— g1 (x)
g est C?), on obtient la valeur cherchée pour I1(g). CQFD.
En notant que // z)dzxrdze = I () — I2(@) compte-tenu de la valeur de v(x) (Cf a.) et du fait que « est

82012 _ 82012

8%18332 N 8%28331

bien de classe C? (Cf 9.), il en découle puisque en outre d’apres le théoreme de Schwarz du fait

que « est bien C?, que // r)dridae =0. CQFD.

11 découle immédiatement de ce qui précede (nullité des 2 intégrales doubles, expression de 9(x,t) et définition de
J(t)) que J est constante ce qui est contradictoire avec J(0) = 7 et J(1) = 0. La contradiction porte sur la seule
hypothese faite a savoir f n’admet pas de point fixe, hypothése qui nous a permis de définir la fonction p.

Le théoréme de Brouwer pour une application C> de B dans B est établi.

12.Résulte immédiatement de la généralisation du théoreme de Weierstrass et de I’équivalence des normes dans R2.

13.Pour ¢ continue sur B, on pose dans la suite N () = sup ||¢(x)]|.
reB

Pour 2 € B il vient [[h.(@)]] = 1 1/-(2)]| < 1= (@) + /(&) = f-(x)]| € 1= = L. Done ho(B) € B.
En outre [ /(2) — h (@) = L) — Jo(e & 104 016 ol < 110)— ol + 1160 <2

L’espace des applications de classe C? de B dans B est dense dans celui des applications continues de B dans B
pour la norme uniforme.

14.Classiquement en remplacant € par l, on construit une suite (h,) d’applications C? de B dans B convergeant
uniformément sur B vers f. "
D’apres le théoreme de Brouwer particulier, chaque fonction h,, admet un point fixe x,,. Comme B est compact, la
suite (x,,) admet une suite extraite (y,) avec y, = xy(,) convergeant vers w € B.
Comme f est continue sur B donc en w, la suite (f(y,)) tend vers f(w) et par ailleurs hy(n)(Yn) = Yn tend vers w.
Or [|f(¥n) — P (Un) || € Noo(f — hyp(n)) tend vers 0 car la suite (hy(n)) converge uniformément vers f en tant que
suite extraite de la suite (h,) qui converge uniformément vers f. Ainsi f(w) =w. CQFD.
Toute application continue de B dans B admet un point fize.

15.11 suffit de ramarquer que g est une application continue de B dans B

16.A étant compact en tant que fermé borné, f(A) est compact donc borné ainsi que A U f(A) en tant qu’union de
deux bornés. D’ou l'existence de r.  CQFD.
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h est une application de B(O,r) dans A donc a fortiori dans B(O,r). En outre elle est continue puisque f et P le
sont (Cf 7.). D’apres la question précédente, h admet un point fixe w € B(O,7) : f(P(w)) = w.

Pour conclure, il suffit de prouver que w € A car alors P(w) = w.

Supposons le contraire. Alors P(w) € A\ A d’apres 8.. Mais alors f(P(w)) € A puisque f(A \ ;1) C A. Or
f(P(w)) = w. Donc w € A. Contradiction. ~ CQFD.

Le théoréme de Brouwer général dans R? est ainsi établi.

ITI. Quelques conséquence du théoréme de Brouwer.

17.Supposons g = —f continue. Alors g est une application continue de B dans S donc dans B et admet, d’apres le
théoréme de Brouwer, un point fixe w qui appartient & S puisque g est & valeurs dans S. Ainsi f(w) = —w. Mais
comme f(z) = sur S, il vient que f(w) = w. Donc w = 0 ce qui est impossible puisque w € S.  CQFD.
Le théoréme de non rétraction continue est établi :
1l n’existe aucune application continue de B dans S qui fize les points de S.

18.Comme y ¢ f(B), g est bien définie et est une application continue de B dans S et admet donc, d’apres le théoréeme
de Brouwer, un point fixe w qui appartient a S comme précédemment.
Donc g(w) = % car f(w) = w puisque w € S. Ainsi % =wavecw € S.
y—w Yy—w
Supposons désormais que y € B. Notons déja que y € S car S C f(B). Ainsi |ly]] < 1.

Ory—w = ||y — wllw donc (y — wlw) >0 soit (y|w) > ||lw||> = 1.
Mais par ailleurs | (ylw)| < |ly|/[|lw| = |lyll < 1. Contradiction —CQFD.
Si f est continue sur B et fize les points de S alors B C f(B).

19.Seule la continuité de f en 0 n’est pas évidente. Soit € > 0 donné quelconque. Comme h est continue sur le compact
S x [0, 1], elle y est uniformément continue. Donc il existe a > 0 tel que si z; et z3 sont deux éléments de S tels
que ||z1 — x2|| < « et £y et ta deux éléments de [0, 1Ltels que |t; — to| < « alors ||h(z1,t1) — h(ze, t2)| < e
Soit alors z € B\ {0} tel que ||z|| < a. Il vient ||h(—,1—|jz) — h(i, 1)|| < e c’est adire || f(z) —y|| < e cest
A dire encore || f(z) — £(0)] < . Il Il
Ainsi f est bien continue en 0 donc est une application continue de B dans S fixant les points de S ce qui contredit
le théoreme de non rétraction continue. CQFD.
S n’est pas continuement rétractile.

20.Comme y ¢ f(B(O,r)), g, est définie et continue sur B(O,r) a valeurs dans S(O,r) donc admet, d’apres le
théoreme de Brouwer, un point fixe u, € S(O,r). L'égalité g, (u,) = u, s'écrit r(y — f(ur)) = |y — f(ur)|ur
En multipliant scalairement cette égalité par u, on obtient 1’égalité cherchée puisque ||u.| = r2. CQFD.
Supposons qu’il existe y non atteint par f. Alors y & f (F(O, r)) et donc il existe un tel u, pour tout r > 0.
Or par hypothese (non encore utilisée) (f(u,)|u) = 0.
Ainsi pour tout 7 > 0, il existe u, € S(0,7) tel que (ylu,) = 7|y — f(u,)|.

Or [ (yhur)| < Iylllue| = rllyll done fly = Fur)| < [ly] pour tous r > 0 done { f(ur)} st borné.

r>0

Par ailleurs comme lim || f(z)|| = 400 et comme ||u,|| = r, il vient que lim || f(u,)|| = +o0. contradiction.
| =00 ,m

Si f est une application continue de R? dans R? telle que (f(z)|z) >0 pour tout et || f(x)|| ——— +o0
n—-—4o00

alors f est surjective.

FIN
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