ENSI-MP

Mathématiques 1
Francois Saint Pierre

I. convergence uniforme dans C([0,1],R)

L. Pour tout z de [0,1] (fn (7)), cn €st une une suite de cauchy donc con-
vergente car R est complet. (f,),cn @ donc une limite simple.

2. Soit € > 0 pour n > N(g) et p > N(e) on a |f, (z) — fp (z)| < & pour
tout x de [0, 1]. par continuité de || on obtient par passage a la limite pour p :

[fn (@) = f(2)] <e.
Donc |f (z)] <e.+fn(x) <e.4+ Ny (fn)- Noo (fn) existe car f,, est continue
sur le compact [0,1] .

|fr () = f (2)] < e justifie Noo (fn — f) — 0.

n—oo

3. Une limite uniforme d’application continues est continue donc f € C([0, 1], R).
Toute suite de cauchy dans (C'([0,1],R), Ns) est convergente donc c’est un
espace de Banach.

4. (up), N converge vers u

uxz) = 1 x2€][0,1]
u(l) = e
u n’est pas continue donc (uy), o ne peut étre de Cauchy (cf 3).
5. (Vn),en converge simplement vers foz 1dt. (la valeur en 1 ne modifie pas
Iintégrale).
Ny (fol (etn_l)dt) . tend vers 0 avec n donc on a la convergence uniforme.

(On peut aussi utiliser le théoréme de convergence dominée pour montrer
que ’on a une suite de Cauchy en utilisant la convergence simple vers u .)

II. Théoréme du point fixe de Banach.

L T() =Tl = llz -yl < allz —yll. Donc (1 —a)llz -yl <0 avec
1—a>0.donc ||z —y|| =0et z=y.

2.1 Dans tous les livres....
2.2 a € [0, 1] on obtient donc une série géométrique convergente:

lantp — an| < % llax — ao|| qui prouve que (a,), . est de Cauchy donc
convergente vers [ dans E (Banach) et [ est dans A.
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De plus A est fermé A = A donc la limite est dans A.

2.3 T continue donc, T'(a,) — T(1),T(an) = @nt1  (Ant1),cn €St UnE sous
suite de (a,), o donc converge aussi vers [. On a donc en passant a la limite:
T(l) = I. Cette limite est unique d’apres 2.1.

31U = I+ T est continue comme somme de fonctions continues (7' est
lipchitzienne).

Soity € E U(zx) =yssiz =y—T(x). Or T, définie par T, (z) = y—T(z) est
contractante car ||T,(x) — T, (2)|| = ||[T(2) — T(z)|| < ||z — z|| donc d’apres II;2
T, posséde un point fixe unique donc U est bijective. (remarque directement
I'injectivité est triviale mais pas la surjectivité.....).

3.2 0n pose (U~ (), U1 (y)) = (a,b) , a+T(a) =z b+T(b) =y.

z—y=a—b—(T()-T(a) donc [z —y| = lla—b—(T()-T(a) =
lla = bl=1T(a) — T(®)[l

Or ||T(a) = T(b)|| < a]la —b]| comme « € [0, 1]

Hx—y||2||a—b||—||T( )= T(b )||>(1—04)Ha—b|\

Donc | U™ (z) — W<t -a) Yz =y

4.1 |V(z=y)| = |[V(z) = V()| <||V].|lz —y| Par linéarité de V et par
propriété des normes subordonnées.Donc comme ||V € [0,1], V est contrac-
tante.

42y = I+ Vp)(zn) = T+ V)(z) donc z, — 2 = V(z) — Vo(z,) =
Vi(z) = Va(x) + Va(z — zn).

On a donc (I—l—Vn)(xn—x) (V V () et (xp—x) = (I+V,) LV =V, ().

I —all = (7 + Vo)~ R o e R M
11.4.1)

Comme ||V — V,,|| = 0 et (I—|n|)~! est borné (I—||V,|)~* — (I—||V|)~!
et |[Vo]] <1).

Bilan ||z, — z| — 0 et z, r.2

II1. Etude d’une transformation de ’ensemble C([0,1],R).
1. découle directement du théoréme des accroissements finis.

2.1y — (x,y,u(y)) est continue car ses composantes le sont et ¢ est continue
donc l'application composée est continue.

2.2y — p(x,y,u(y)) est continue sur [0,1] ce qui permet de définir T,
(z,y) — @(z,y,u(y)) est aussi continue sur [0,1]° (méme démarche qu’au

2.1) on peut donc utiliser le théoréme de continuité sous le signe | .

2.3 Pour (u1,us) € (C([0,1],R))® et pour tout z € [0,1] :
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|<T¢<u1>><> 7o) ()] = [ (201 100) = (o1 20)) )

) (
Ty (ur) — (T )(w < o (. y,u(y)) — @@y, u2(y))) |dy<f0 [ (y) — ua(y)| dy
Donc pour tout X |(Tp(u1) — (Tp(u2)) (z)| < fo Noo (U1 — u2) dy = Ny (u1 — ug)
D’ot pour tout (ug,us) € (C([0,1], R))2 : Noo (Typ(u1) — Tp(u2)) < 7Noo (u1 — u2)

2.4D’apres 2.3 pour A € R Nog (AT, (u1) — ATy (u2)) = |A| Noo (Tip(u1) — Tip(uz)) <
Al Noo (w1 — u2)

Pour A € ]—
(C([0,1], R), N.

dans lui méme.

1l on a |A|r < 1 et AT, est une contraction du Banach
. donc d’apres I1.3 S, ») est un homéomorphisme de (C([0, 1], R), Noo)

)

\-’ﬁh—t

3.1 (x,y,2) — p(z,y)z est continue. Sur le compact [0
donc on peut poser r = N (1) . On a |o(x, y, 2) — p(x,y, 2)
rlz—2'| pest donc de type U.

.1 1 est continue

)| =z, y)l |z = 2| <
La linéarité de [ justifie celle de T, donc d’aprés 2.4 pour A € } —m, m [

on a S, ) est un isomorphisme de (C([0,1],R), No) dans lui méme.

3.2 Soit u € C([0,1], R) telle que Ny (u) < 1. Pour z € [0,1] :
(T, (w) = (Tp(w) ()] = \fo ) = (@) wv)dy| < | fo 1Gn, = 1)z, lu(y)| dy]

(T,
(T, (w) = (Ty () (@)] < Jy Noo(pt, = 1) Now (u) dy < Nog (11, = 1) Now (1)
Avec No (u) <1 on obtient N (T n(u) —T,(u)) < Noo(,, — i) donc on

T, = Toll oo < Noolpan — 1) et || Ty, =Tl = 0

X n—oo

IV Etude d’une application

1.0n prend u(m y) =sin(x,y) p(r,y,2) = p(z,y).2 == No (u) =sinl.
Or—-1¢€e ] Sl sni T [ donc on peut appliquer I’étude précédente S, _1) est
un isomorphisme. Donc il existe un unique w € C([0,1],R) tel que pour tout

x de [0,1] x=w(x)— fol sin(x, y)w(y)dy

2.1 awi(x) =2(1+ fol yw1 (y)dy) Donc si des solutions existent elles sont de
la forme wy(z) = a.x

avec a = 1 + fol ywy(y)dy d’ot a = 1+ fol ay?®dy qui donne necessairement
a = 2 . On vérifie que wi(x) = 1,5.7 est bien solution. D’ou l'existence et

2
unicité.

2.2 On pose pour z € [0,1] e;(z) = 2°. {e1,e3...€2i11....€an_1} est une
famille libre de C([0,1],R). w, est une solution de (E,,) ssi :

n i+1 1
wp (T Z CU / ?JQi_lwn(y)dy] e2i—1 ()

22—1
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En raison de la liberté de la famille on a en posant

n
Wyp = E a2i—1,n€2i—1
=1

I’équivalence avec le systéeme linéaire:

1 n
1+/ ZGQj—l,nQQJ-dy
(it

a1,n

( 1)Z+1 1 n

- 2i4+25—2

a2i—-1,n = 7/ g a25—-1,nY 2 dy
Yo i

Sl
_ 2n+2j—2
aon—1n = 7/ a25—-1,nY dy
s _ | )
2n—=1)! J, =

qui donne le systeme:

n
— a2j-1,n 27
o 2 2 + 1
Jj=1
n
1 95— Do _ a2j—1,n

(1) (2 — 1)lagi_1.n Z2i+2j—1
_ (_1)n+1 (271 . 1)!a2n—1 n = i _ 2510
: 2n+2j — 1

2.3 On pose ¢, (z,y,z) = vp(2,y).2  Th = Noo(vn).
n+1
On a la convergence uniforme de la série entiere de terme général ((;71)—:)'

t2n—1

nrs ¢ — sint sur [0,1]. Pour ¢ fixé la série numérique associée est alternée

et la valeur absolue de son terme général tend vers zéro en décroissant. La
1

valeur absolue du reste d’ordre p est donc inférieure a SpiT (t2p—1 < 1). .

Pour p > 2 on a N (v, —v) < 4 donc ce qui garantie que N (vp) €

[sin 1-— %, sinl + %] C 10,1 et que I'on peut conclure avec I3 car alors pour
1 1 . .
n>2-1¢ [—m, m} et (E,) admet une solution unique.
2.4Dans2.3onavuque Ny (v, —v) — OavecIll.3ona ||T§D —TWH —
oo n O n—oo

0. On a donc le résultat avec 11.4.2.

Fin
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