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Chapitre 3
Réduction d’endomorphismes

Dans toute la feuille, K désignera R ou C.

Diagonaliser une matrice
On se donne une matrice A € .#,,(K) que I’on souhaite diagonaliser sur K.

Méthode : Diagonaliser une matrice
1) On calcule le polynome caractéristique de A.

a) Sixa n’est pas scindé sur K, alors la matrice A n’est pas diagonalisable

sur K. On ne peut pas la diagonaliser sur K.
b) Sinon, on note Ay, ..., A\, € K les valeurs propres de A, puis :
2) On détermine une base %, de chaque espace propre Ej, (A) de A.

a) Si pour une valeur propre \; de A, on a dim(E), (A)) < my,(4),
alors la matrice A n’est pas diagonalisable sur K. On ne peut pas la
diagonaliser sur K.

b) Sinon :

3) On note B = (%1, ...,%Bp) qui est une base de K". Si € est la base cano-
nique de K", on a par la formule du changement de base

A=PDP™' avec P=Py .y
et D € #,(K) est la matrice diagonale
D :Diag(/\l,...,)\1,)\2,...,)\2,...,)\p,...,)\p).
may(A)  may(A) may (A)

Exemple 1
On souhaite diagonaliser sur R la matrice

0 -1
=1 5

Son polynéme caractéristique est

) € MH(R).

A1

Xa(A) = det(AT — A) = ‘_1 \

‘:)\2+1.

Le polynéme x4 n’est pas scindé sur R, car ses racines ne sont pas dans R. On
en déduit que A n’est pas diagonalisable sur R.

Exemple 2

On reprend la matrice A de I'exemple précédent que 1’on souhaite diagonaliser
sur C. Son polynéme caractéristique est xa(A) = A2 +1 = (A —i)(A + i) qui
est scindé sur C. On obtient que Sp(A) = {i,—i}. On détermine une base de
chacun des espaces propres.

Fi(A) = Ker(ils — A) = Ker ((_Zl 1)) — Vet ((_IJ)
E_i(A) = Ker(—il; — A) = Ker <<:i _11)> = Vect <<1>> .

On a bien
dimE;(A) =1=m;(A) et dimE_;(A)=1=m_;(4),

donc la matrice A est diagonalisable sur C. Finalement, on a

0 -1\ (1 1 i 0 1/2 /2
1 0/) \—i 1 0 —i)\1/2 —i/2)"
—_— ———— —————— ——
A Py, D Pl
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Remarque 1

On constate dans ’exemple ci-dessus que les vecteurs propres sont conjugués.
En fait, si A € .#,(R) et que A € C\ R est une valeur propre de A, alors \ est
une valeur propre de A et les espaces propres sont conjugués. En effet, on a

X e E\(A) & AX =)X oo AX=)X & XeE;(A).
Ac i (R)
En particulier, si on a E)(A) = Vect(X1,...,X,), alors
E5(A) = Vect(X1, ..., X,).

Exemple 3
On souhaite diagonaliser sur R la matrice

A= (é 1) € M(R).

Son polynéme caractéristique est

A—-1 -1

xa(\) = det(\Lp — A) = ' 0

’:()\—1)2

qui est scindé sur R. On obtient que Sp(A) = {1}. On détermine une base de
I’espace propre.

Ey(A) = Ker(Iy — A) = Ker <<8 _01>> = Vect ((é)) :

Ainsi, on a

dlmEl(A) =1<2= ml(A),

donc la matrice A n’est pas diagonalisable sur R.

Exemple 4
On souhaite diagonaliser sur R la matrice

2
A= |1
1

[ -

1
1] e ,//3(R).
2

Le polynome caractéristique de A est

A—2
-1
-1

-1
A—2
-1

xA(A) = det(A3 — A) = =A—4)A—-1)2

A—2

qui est scindé sur R. Les valeurs propres de A sont 1 et 4. On détermine une
base de chacun des espaces propres.

-1 -1 -1 1 1
Ei(A) = Ker(I3 — A) = Ker -1 -1 -1 = Vect —-1],1 0
-1 -1 -1 0 -1
2 -1 -1 1
E4(A) = Ker(413 — A) = Ker -1 2 -1 = Vect 1
-1 -1 2 1

On a bien
dimEj(A) =2=m1(A) et dimEs(A)=1=my(A),

donc la matrice A est diagonalisable sur R. Finalement, on a

1 1 1 1 1 1 0 0 1/3 -2/3 1/3
1 2 1)]=1-1 0 1 010 1/3 1/3 —-2/3
1 1 2 0 -1 1 0 0 4 1/3 1/3 1/3
A P%’::B D Pl

2/3



Chapitre 3 - Réduction d’endomorphismes - Méthodes Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérome Von Buhren - http://vonbuhren. free.fr

Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable Exemple 5
On souhaite calculer les puissances de la matrice

On suppose que 'on dispose d'une matrice A € .#,,(K) diagonalisable. On vient
de voir comment trouver une matrice P € .#,(K) inversible et une matrice
D € #,(K) diagonale telles que A = PDP~!. On peut utiliser cette forme
pour calculer facilement les puissances de A. Pour k € N*, on a

AF = (PDP~1)F

=PDP YPDPYHYPDPY...(PDP Y (PDP™Y) 1 1 1\ /1 0 0\ /1/3 —-2/3 1/3
Y T A=|-1 1 1]{0o 1 0] [1/3 1/3 —2/3

_ ppkpl 1 -1 1/ \o o0 4/ \1/3 1/3 1/3

P D p-1
Comme D est diagonale, on a
Pour tout k£ € N*, on en déduit que
A1 (0) Af (0) k

Ay . Ak 1 1 1\ /1 00 1/3 —2/3 1/3
D= = D= : AF=|-1 1 1[0 10 1/3 1/3 —2/3
1 -1 1/ \o 4 1/3 1/3  1/3

) " 0 A [

0 0 1/3 -2/3 1/3
Comme 'on connait P, D¥ et P!, on peut calculer A*. -1 1 1 01 0 1/3 1/3 —2/3
0

k
Remarque 2 4 /3 1/3 1/3

Si on a seulement trigonalisé la matrice A, i.e. si on a déterminé une matrice 48 12 4k -1 4F -1
P € #,(K) inversible et une matrice T' € .#,,(K) triangulaire supérieure telles =3 4k —1 4k 42 4k 1
que A = PTP~! alors on a encore 4k —1 4k -1 4k 42

Vk e N*, AF = prFpL.

Cependant, il faut réussir a calculer T% pour en déduire A*. (Il n’y a pas de
formule générale pour T% comme pour DF).
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