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La formule de Stirling

L’objectif de ce probléme est de démontrer la formule de Stirling suivante
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I. Un résultat intermédiaire

On définit les suites (un)nen< (Un)nens €t (Sp)nen+ par

Vn € N*, un:\/—ﬁ<ﬂ>n, vnzln(u"H) et Sn:ka.
k=1

n! \e U,

I.1) Montrer que pour tout n € N*, on a

1 1
Un:<n+—>ln<1+—>—1.
2 n

1
I.2) En utilisant un développement limité, montrer que v, ~ .
+oo 1212

1.3) En déduire que la série de terme générale (v,) est convergente.

I.4) Montrer que S,, = In(u,41) — 1 pour tout n € N*.

I.5) En déduire que la suite (In(u,)) converge vers un nombre ¢ € R.

1.6) En déduire qu’il existe un réel C' > 0 telle que n! o~ Cv/n <ﬁ>n
o0 e

II. Etude des intégrales de Wallis

Pour tout n € N, on considére les intégrales définies par

w/2
W, = / cos" (t)dt.
0

I1.1) Calcul des intégrales de Wallis.
I1.1.A) Calculer Wy et Wj.
I1.1.B) Avec une intégration par partie, montrer que (n + 1)W, 1 = nW,,_; pour tout n € N*,
I1.1.C) En déduire que pour tout p € N, on a
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I1.2) Un équivalent des intégrales de Wallis.
I1.2.A) En utilisant la question I1.1.B), montrer que (nW,,W,,_1)nen+ est constante de valeur 7/2.
I1.2.B) Démontrer que la suite (17,) est décroissante et positive.
I1.2.C) En déduire, en utilisant P'encadrement W, .1 < W, < W,,_4, la relation W, ol Wh-1.

I1.2.D) Conclure que la suite (W,,) converge vers 0 et que W, o~ 21
< \/ 2n

III. Calcul de la constante C

n n
On a montré a la question 1.6) qu’il existe un réel C' > 0 tel que n! o Cv/n <—) . Dans cette partie,
o0 e

nous allons déterminer la valeur de C' en utilisant les résultats de la partie précédente.
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III.1) En utilisant les résultats des questions 1.6) et I1.1.C), montrer que W, e
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IT11.2) En déduire avec le résultat de la question 11.2.D) que C' = v/27.
I11.3) En déduire la formule de Stirling.

IV. Une application

On considére la suite (p,)nen+ définie par

n

Vn € N*, pn:H

k=1

4k>
4k2 —1°

IV.1) Montrer que pour tout n € N*, on a

1 24n+1(n!)4

Pr =5 n)2n + I

IV.2) En utilisant la formule de Stirling, montrer que la suite (p,) converge vers g
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