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Feuille de TD 16

Exercice 1 : Topologie.

1) Soient A et B deux parties de R™. Démontrer les égalités et les inclusions
suivantes, et démontrer que les inclusions sont strictes :

P e e e e
ANBCANB, AnNnB=AnB, AuB=AUB, AUBCAUB

2) L’ensemble {(z,y) € R?|z? + 3y* < 1} est-il ouvert ? fermé ? borné ?

3) L’ensemble {(x,y) € R%|z + 3y? < 1} est-il ouvert ? fermé ? borné ?

4) Soit (uy)keny une suite d’éléments de R™ qui converge vers une limite [. Soit
S = {ug|k € N}. Montrer que S U {I} est compact.

5) Démontrer que ’ensemble {cos(n)|n € N} est dense dans [—1, 1].

Indication : On rappelle que tout sous-groupe additif de R est de la forme oZ
ou dense.

Exercice 2 : Continuité.

1) Etudier la continuité et la valeur d'une limite éventuelle des fonctions sui-
vantes :
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2) Pour tout (z,y) € R* on pose F(z,y) = sup,(_1 1)t + yt. Etudier la
continuité de F.

Exercice 3 : Continue et pas différentiable. Soit f la fonction définie sur

R%\ {(0,0)} par : ,

(22 + y2)3/4
Justifier que ’on peut prolonger f en une fonction continue sur R?, puis étudier
Pexistence de dérivées partielles en (0,0) pour ce prolongement.

flz,y) =

Exercice 4 : Dérivées partielles.

1) Les fonctions suivantes sont-elles de classe C! sur R??
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Toutes définies ainsi lorsque (x,y) # (0,0) et nulle en (0, 0).



2) Soit f : R? — R telle que pour tout (z,y), f(z,y) = (2% + y?)® si (x,y) # 0
et £(0,0) = 1.

a) La fonction est-elle continue en (0,0)?

b) Déterminer les dérivées partielles de f en un point distinct de 'origine.

¢) La fonction admet-elle des dérivées partielles par rapport a « ou y en (0,0) ?

Exercice 5 : Compositions.

1) Soit f : R* — R une fonction de classe C! et soit g : R®> — R la fonction
deéfinie par : g(z,y,2) = f(z —y,y — 2,2 — x). Montrer que :

2) Soit f une application de classe C' sur R2. Calculer les dérivées (éventuelle-
ment partielles) des fonctions suivantes :

9@, y) = fly,2); g(x) = f(z,2); g(z,y) = [y, f(z,2)); g(x) = [z, f(z,2)).

3) Soit f: R — R dérivable. Calculer les dérivées partielles de :

glay) = f(x +y), hlz,y) = f(@® +97), kla,y) = fzy).
4) Soit f : R — R une fonction de classe C!.
a) On définit g : R — R par g(t) = f(2 + 2t,t%). Démontrer que g est de classe
C! et calculer ¢/(t) en fonction des dérivées partielles de f.
b) On définit h : R? — R par h(u,v) = f(uv,u? + v?). Démontrer que h est de
classe C! et déterminer les dérivées partielles % et % en fonction des dérivées
partielles de f.

Exercice 6 : Dérivées partielles d’ordres supérieurs.

1) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 des fonctions suivantes :

a) fz,y) =a2*(x+y)  b) fla,y)=e.
2) Pour (z,y) # (0,0) on pose

22 — 2

flz,y) = xym

a) f admet-elle un prolongement continu sur R??
b) f admet-elle un prolongement de classe C! sur R??
c¢) f admet-elle un prolongement de classe C? sur R??

Exercice 7 : Fonctions harmoniques, le laplacien en polaire.

Soit f : R? — R une fonction de classe C? et tel que Af = % + giyé =0. On
pose alors & = rcos(f), y = rsin(f) et F : (r,0) — f(rcos(),rsin(d)). Montrer
que :
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