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1. Espace probabilisé

1.1. Univers et événements

La théorie des probabilités permet 1’étude de phénomenes ayant un aspect hasardeux, ou bien, dit
d’une fagon plus savante, aléatoire.
On appelle cela une expérience aléatoire.

Parmi les cas les plus simples et usuels :

Phénomene Résultats possibles
lancer d’une piece {pile, face}
lancer d’un dé a jouer {1,2,3,4,5, 6}
lancer de deux dés {1,2,3,4,5,6} x1{1,2,3,4,5, 6}
lancer de deux dés jusqu’a obtenir un double six IN*

Définition : Les résultats possibles sont appelé les éventualités.

L'ensemble des résultats possibles est appelé univers, noté souvent Q.

Un ensemble d’éventualités est un événement. Cet ensemble peut étre vide!

Un événement qui ne contient qu’'une seule éventualité est un événement élémentaire.
Ainsi: A est un événement © AC Q) & A € Q).

Ce chapitre se limite aux univers finis !
Le dernier exemple n’est pas un univers fini...

* LU'ensemble des événements est I'ensemble des parties de (), I'univers, noté Z°(Q);
* [’événement vide est dit impossible;

e [’événement () est dit certain;

* Le complémentaire d’un événement A est I’événement contraire A ;

* Deux événements disjoints sont dit incompatibles.

Exemple: Sionlanceun dé:
* faire 6 est une éventualité, assimilée a I’événement élémentaire {6};
* faire un résultat pair est un événement, noté aussi {2, 4, 6} ;
* {2,4, 6} et faire un as sont deux événements incompatibles.
* {2,4,6} et {1, 3,5} sont deux événements contraires.
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11-2 Probabilités sur un univers fini

Les probabilités se font avec des ensembles. Cependant, dans la théorie des probabilités, certaines
expressions ensemblistes sont remplacées par des synonymes probabilistes.
On travaille ici dans Q.

Notation | Vocabulaire ensembliste Vocabulaire probabiliste
0 Ensemble vide Evénement impossible
Q Evénement certain
weQ Elément Evénement élémentaire, Eventualité
AcQ Sous-ensemble Evénement
AUB Union de A et B AouB
ANB Intersection de A et B AetB
CoA Complémentaire de A dans Q | Evénement contraire, A
ANB=0| Aet Bsontdisjoints A et B sont incompatibles

1.2. Probabilité sur un univers fini

Définition : Une probabilité sur un univers fini Q) est une application P : 92(Q)) — [0, 1] vérifiant :
e P(Q)=1;
* ANB=0=P(AUB)=P(A)+P(B);
« P(A)=1-P(A).

La probabilité de la réunion de deux événements incompatibles est la somme des probabilités
de ces événements.

Définition : La probabilité uniforme, appelée encore équiprobabilité est la probabilité définie sur

un univers a n éléments par: Yo € Q, P(w) = —.
n

L'hypothese d’équiprobabilité est classique dans les jeux de pile ou face, les jeux de dés, les
tirages d’une carte d’un paquet, d’'une boule d’une urne...

1.3. Espace probabilisé

Définition : Un espace probabilisé est un couple « univers — probabilité », ou encore ((, P).

Théoreme : L'événement impossible étant incompatibles avec tous les autres, sa probabilité est nulle :

P(®) = 0.

VA, B e P(Q), P(AUB) = P(A) + P(B) - P(A N B).
A CB= P(A) < P(B).

1.4. Indépendance et conditionnement
Définition : Deux événements A et B sont indépendants si et seulement si: P (AN B) = P(A).P(B).
On ne confondra pas événements indépendants et événements incompatibles !

Avec un dé a jouer, les événements nombre pair et nombre impair sont incompatibles mais pas
indépendants !
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Exemple: Si on lance deux piéces discernables et non truquées, les événements «la premiere est
pile », et, « la seconde est pile » sont indépendants...
La démonstration est laissée au lecteur !

Définition : Si P(B) > 0, on appelle probabilité conditionnelle de A sachant B,

le réel : Py(A) = P(A|B) = P(If(—Q)B)

Théoreme : A et B sont indépendants si et seulement si Pg(A) = P(A|B) = P(A).

1.5. Formules des probabilités composées et des probabilités totales

On a d’abord la formule des probabilités composées, qu'on écrit arbitrairement pour 3 événements.

Théoreme : Sion a des événements tels que P (A} N A, N Ajz) > 0, alors :
P(A; N Ay N A;3) =P(Ay). P(Ay]Ay) . P(A3]A; N A)

Elle se généralise pour n événements

Théoreme: Sion a Ay, A,,... A, une famille d’événements de conjonction non impossible, c’est a

dire telle que : P( N Ak) # 0, alors :

1<k<n

P( N Ak): P(A1) . P(Ag]A1) . P(A3]A1 N Ay) v P(ALJAT N Ay N A, )

1<kgn

Et on a aussi la formule des probabilités totales, toujours écrites pour 3, puis pour 1, événements.
Il nous faut d’abord définir :

Définition : (A, Ay, A3) forme un systeme complet d’événements si et seulement si :
Al U Az U A3 = Q
ATNA =0, A bNnAs; =0, AiNA; =0

Définition: (A}, A,,..., A,) forme un systeme complet d’événements si et seulement si :
AjUAU---UA,=Q
izj=ANA =0

Théoreme :
Siona (A, Ay, Aj) un systeme complet d’événements, alors, pour tout événement B, on a:
P(B) = P(BN A;)+ P(BN A,) + P(BN A3) = P(B|A;). P(A;) + P(B|A,) . P(A,) + P(B|A3) . P(A3)

Théoréme :
Siona(Aj,...,A,) un systeme complet d’événements, alors, pour tout événement B, on a :
n n
P(B) = kZ P(BNAg) = L P(BIAy) . P(A)
=1

La formule des probabilités totales s’utilise souvent avec un systeme complet composé de 2
événements A et son contraire A. _ B _
Cela donne, pour tout événement B: P(B) = P(BNA)+P(BNA) = P(B|A).P(A)+P (B|A).P (A)
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11-4 Probabilités sur un univers fini

1.6. Formule de BAYES

Ce qui nous donne facilement la formule de Bayes :

PA(B).P(A) P(BJA).P(A)
P(B) B P(B)

Démonstration : Il suffit d’écrire : P (A N B) = P(A|B). P(B) = P(B|A). P(A). ]

Théoréme: SiP(A)> 0et P(B)> 0, alors: Pg(A) = P(A|B) =

Cette formule se généralise avec un systéeme complet d’événements (A1, A,,..., A,), c’est toujours la
formule de Baves :

P(B|A;). P(A))

=

Théoreme : Soit un systeme complet d’événements (A, Ay,..., A,), alors: P(A;|B) =

P(BJA;) . P(A;)
=1

Démonstration : Dans la formule précédente, il suffit, d'une part de remplacer A par Aj, et d’autre

P(BAA;) = 3 P(BIA;). P(A,). »
i=1

part, d’écrire : P(B) =

TMs

1

Cette derniére formule s’utilise souvent aussi avec un systeme complet composé de 2 événe-
ments A et son contraire A.

On obtient : P(A|B) = P(BIA). P(A)

P(B|A). P(A) + P (B[A). P (A)

Exemple: Cette formule permet, en quelques sorte, de remonter dans le passé. Considérons une urne
contenant 2 boules blanches et 3 boules noires, indiscernables au toucher.

On tire une boule sans la regarder, on la garde.

Puis on tire une seconde boule.

On appelle A I’événement : la premiere boule est blanche, et B, I'événement : la deuxiéme boule est
blanche.

La question est la suivante : Si la seconde boule est blanche, que peut-on dire sur la premiere ?
. 2 — 3 1 — 2
Il est clair que P(A) = % e;P(?) :3 = gue P(BNA) = 1 et que P(B N A) =71

=1'5%1'5°%

Et enfin : P(A|B) = —, en vous laissant le calcul !

On en déduit : P(B)

Ainsi, en voyant la deuxieme boule, on a pu affiner la probabilité de la premiere !

2. Variables aléatoires sur un univers fini

2.1. Variable aléatoire

Définition : Une variable aléatoire est une application : O — E.
Quand E = R, on parle de variable aléatoire réelle, ce qui est le cas le plus courant pour nous.

Exemple: Cet exemple nous servira de fil rouge.

On joue a pile ou face, contre une banque, avec une piece non truquée, donc une équiprobabilité.
On mise 1 €. Si c’est pile, on perd notre €, si c’est face, la banque nous donne 4 €.

On a donc : Q) = {pile,face}, ainsi que : P(pile)=P(face)= 1/2.

En appelant X la variable aléatoire de nos gains, on a : X(pile) = 0 -1 = -1 et X(face) =4 -1 = 3.

Définition : La loi de la variable aléatoire X est, pour tous les x € X(Q), la donnée de P(X = x)
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Exemple : En continuant notre exemple, on a X(Q) ={-1,3},et P(X =-1) =P(X = 3) = 1/2.

Théoreme : La loi d'une variable aléatoire X, sur espace probabilisé (€, P), permet de définir une
probabilité sur X(Q), en posant : Px(x) = P(X = x).

Définition : La fonction de répartition de la variable aléatoire réelle X sur I’espace probabilisé (€2, P),
notée Fy, est une application : R — [0, 1] définie par : Fy(x) = P(X < x).

Exemple : Toujours avec notre exemple, la fonction de répartition Fy est :
* nulle sur | — oo, —1[;
e vaut 1/2 sur [-1, 3[;
* puis vaut 1 sur [3, +oo[.

On a représenté le graphe de cette fonction de répartition.

A
A

y
Y

2.2. Espérance

Définition : Soit X, une variable aléatoire réelle, sur espace probabilisé fini (€2, P).

Alors l’espérance de X est donnée par: E(X) = )} P({w}) X(w).
weQ

L'espérance est la moyenne des valeurs de X pondérée par leur probabilité.

On a maintenant le petit théoreme de transfert :

Théoreme : Soit X, une variable aléatoire réelle, sur espace probabilisé fini (O, P).
() étant fini, il en est de méme pour X(Q2).

Alors I'espérance de X vaut : E(X) = ) x.P(X =x).
xeX(Q)

Démonstration : La probabilité que X = x est égale a la somme des probabilités des w tels que X(w) =
X.
En regroupant les w selon leur image, on a le résultat annoncé. u

Puis le théoréme de transfert :

Théoreme : Soit X, une variable aléatoire réelle, sur espace probabilisé fini (O, P).
() étant fini, il en est de méme pour X(Q2).
On considere aussi I'application ¢ de R — R.
Alors 'espérance de @(X) vaut : E(p(X)) = Y} ¢(x) P(X = x).
xeX(Q)

Théoreme : L'espérance est une application linéaire ; en particulier, E(aX + b) = a E(x) + b.

Exemple: SiY estla variable aléatoire qui vaut le résultat dans un lancer d’un dé non truqué, alors,
1 1 1 1 1 7
) 6 6 6 6

1
4= 15 .
6 e 2
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Exemple : Toujours avec notre fil rouge,...
En utilisant le petit théoréme de transfert: E(X) =-1.1/2+3.1/2 =1.
Notre espérance de gain est strictement positive, on a intérét a jouer !

Définition : On dit qu’'une variable aléatoire X est centrée si et seulement si E(X) = 0.

2.3. Variance et écart-type

Définition : Soit X, une variable aléatoire réelle, sur espace probabilisé fini (€2, P).
Alors, la variance de X est: V(X) = E ((X - E(X))z).

Et I’écart-type de X est : o(X) = {/V(X).

La variance est une moyenne des écarts a la moyenne de la variable aléatoire : elle traduit la
dispersion de ses valeurs.

On obtient facilement, par linéarité, le théoréeme de Ke&ning-HuyGens :

Théoréme: V(X) = E(X?) - E(X)2.

Démonstration :
V(X) = E((X = E(X))?) = E(X? = 2X E(X) + E(X)?) = E(X?) = 2 E(X) E(X) + E(X)?> = E(X?) - E(X)* m

Théoréme : Si X est une variable aléatoire réelle, a et b deux réels, alors : V(aX + b) = a’V(X).
Démonstration : E((aX + b)?) = E(a®X? + 2abX + b?) = a’E(X?) + 2abE(X) + b?,
2
tandis que (E(aX + b)) = (aE(X) + b)? = a®E(X)? + 2abE(X) + b2,
En soustrayant, et aprés simplification, on a bien : V(aX + b) = a*V(X). |

Exemple: On reprend notre variable aléatoire Y de notre lancer d’un dé.

1 1 1 1 1 1 91

Alors: E(Y?)=1—+4— +9— 4+ 16—+ 25— + 36— = —.
ors : E(Y?) = 15 +4g +9g + 165 + 250+ 367 = 7
91 49 35 . 1 /35

Et donc: V(Y) = ARk et aussi: o(Y) = PRV

Enfin, on obtient aussi I'inégalité de BieNaYME-CHEBYCHEV :

Théoreme : Soit X, une variable aléatoire réelle, sur espace probabilisé fini (Q, P).

V(X
Alors, Vt € R*, P(|X = E(X)| > t) < fz ),

2.4. Lois usuelles

* Loi certaine : X(Q2) ne contient qu’une seule valeur.
Son espérance est cette valeur et sa variance est nulle.
* Loi uniforme : Toutes les valeurs x de X((2) ont la méme probabilité.
En particulier, quand on a équiprobabilité sur () et la variable aléatoire X injective, alors la loi
de X est uniforme.
En effet, dans ce cas : P(x = X(w)) = P({w}).
* Loi de BernoutLi de parametre p € [0, 1], notée ZB(p).
X ne prend que deux valeurs, Oet 1,et: P(X =1) = p.
Son espérance est p et sa variance p(1 — p) = pg, en notant g = 1 — p.
* Loi binomiale de parameétres n € IN* et p € [0, 1] notée H(n, p)
X ne prend que n + 1 valeurs, 0,1,2,...,net: P(X = k) = pf(1 - p)”’k(Z).
Son espérance est np et sa variance est np(l — p) = npg, en notant g = 1 — p.
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3. Couple de variables aléatoires

3.1. Lois...

Définition : Soit X, Y, deux variables aléatoires sur espace probabilisé fini (Q, P).
Le couple de variables aléatoires (X, Y) est I'application : 2 — E qui, a w, associe le couple (X(w), Y(w)).

Définition : La loi du couple, ou loi conjointe, de (X, Y) est, pour tous les x € X(Q2) et pour tous les
v € Y(Q),ladonnéede P(X =xNY =17)
Les lois de X et de Y sont les lois marginales du couple (X, Y).

Théoreme : Les lois marginales ne déterminent pas la loi conjointe

Démonstration : Il suffit bien str d’un contre exemple.

On choisit un lancer simultané de deux dés, chacun des deux dés étant parfait, ce qui donne une
équiprobabilité.

On choisit les variables aléatoires X, la somme des deux dés, et Y leur produit.

OnaP(X=2)= 31_6' puisqu’il faut un double as. On a aussi P(Y = 36) = %, puisqu’il faut un double
Six.

Par contre,ona P(X =2NY = 36) = 0, ce qui ne peut, en aucun cas, se déduire des lois marginales!m

Ce qu’on vient de faire pour les couples de variables aléatoires peut se généraliser aux n-
uplets : (X1, X5,..., X},)

Définition :
La loi conditionnelle de Y sachant (X = x) est la données des P(Y = y|X = x) = Px_(Y = p), pour tous
les v € Y(Q).

3.2. Variables aléatoires indépendantes
Définition : On dit que (X, Y) est un couple de variables aléatoires indépendantes si et seulement si

pour tout les x € X(Q) ety € Y(QQ),ona:P(X=xNY=9)=P(X=x).P(Y =1).

Théoreme : Si (X, Y) est un couple de variables aléatoires indépendantes, alors,
pour tout A C X(QQ)et BC Y(Q)),ona:P((X,Y)e AxB)=P(XeA).P(Y €B).

Théoreme : Si (X, Y) est un couple de variables aléatoires indépendantes, alors, (f(X), g(Y)) est aussi
un couple de variables aléatoires indépendantes.

3.3. Variables aléatoire mutuellement indépendantes

Définition : On dit que (X4, X;,..., X,,) sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes

n n
si et seulement si:V (xq,x2,...,%,) € X1(Q) x X5(Q)x---x X,(Q): P ( N(X; = x,-)) =1 P(X; = x;)
i=1 i=1

Théoreme : Si (Xy, X,,..., X,) sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes,
alors : V (A1, Ay, ..., Ay) € X(Q) x X5(Q)) x -+ x X,(Q)), les événements (X; € A;) sont mutuellement
indépendants.

Théoreme : Si (X, X,,...,X,) sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes, alors, les
variables aléatoires f (Xl, e, Xp) etg (Xp+1, e, Xn) sont aussi indépendantes.
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Théoreme : Si (X, X,,...,X,) sont des variables aléatoires de BernourLl mutuellement indépen-
dantes, de méme loi H(p), alors, la variable aléatoire S = X; + X, + -+ + X,, suit la loi binomiale

B (n, p).

Démonstration : La somme vaut k si et seulement si k variables valent 1 et les n — k autres valent 0.
Il y a (}) facons de choisir les variables qui valent 1, chacune de ces fagons a une probabilité de

pr(1-p)t.
Donc: P(S=k) = (Z)pk(l — p)" K, cest la loi binomiale annoncée. ]

3.4. Covariance et coefficient de corrélation linéaire
Définition :
La covariance du couple de variables aléatoires (X, Y) est : Cov(X,Y) = E((X - E(X)) . (Y - E(Y))).

La covariance de (X, X) est la variance de X!

Théoreme: Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)

Démonstration : Il suffit d’utiliser la linéarité de I’espérance.
Cov(X,Y) = E((X ~E(X)). (Y - E(Y))) = E(XY = XE(Y) = E(X)Y + E(X)E(Y))
= E(XY) - E(X)E(Y) n

Théoreme :
Si X et Y sont deux variables aléatoires, alors : V(aX + bY) = a®V(X) + 2ab Cov(X, Y) + b>V(Y).

Démonstration : E((aX + bY)?) = E(a>X? + 2abXY + b>Y?) = a?E(X?) + 2abE(XY) + b?E(Y?).

On a aussi : E(aX + bY)? = (aE(X) + bE(Y))? = a?E(X)? + 2abE(X)E(Y) + b2E(Y)?.

En faisant la différence entre ces deux égalités et en utilisant les propriétés de la variance et de la
covariance, on a immédiatement le résultat demandé. ]

Définition :
Cov(X,Y)

Le coefficient de corrélation linéaire du couple de variables aléatoires (X, Y) est: p(X, Y) = SN)o(Y)
o(X)o

C’est le quotient de la covariance par le produit des écart-types.

Théoréme: Ona:|p(X,Y) <1, ouencore:-1<p(X,Y)<1

Démonstration : On considere la variable aléatoire AX + Y.

Sa variance vaut V(AX + Y) = E (()\X + Y)Z) —~E(AX +Y)?

= M2 E(X?) + 20 E(XY) + E(Y?) = A2E(X)? = 2A E(X)E(Y) = E(Y)?

= A2V(X) + 22X (E(XY) = E(X)E(Y)) + V(Y) = A>V(X) + 2A Cov(X, Y) + V(Y) = 0

Ceci étant vrai pour tout A, le discriminant de cette expression est négatif !

On a donc : Cov(X, Y)? = V(X)V(Y) < 0, ou encore : | Cov(X, Y)| < o(X)o(Y).

On en déduit immédiatement le résultat sur le coefficient de corrélation. ]

I Le coefficient de corrélation est le cosinus de I’angle entre les deux variables aléatoires !

Théoréeme : Sip(X,Y)==+1,alors:dp e Rtel que Y — E(Y) = (X - E(X)).

Démonstration : Dans la démonstration du théoreme précédent, le discriminant est nul !
D’ou I'existence d’un A tel que V(AX +Y) =0...
C’est a dire en fait AX + Y = Cte = E(AX + Y), ce qui donne le résultat demandé. ]
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Théoreme :
Si X et Y sont indépendantes, alors p(X, Y) = 0.
La réciproque est fausse.

Démonstration : Comme les variables aléatoire sont indépendantes :

E(XY) = Z Xiy,'P(X =Xx;N Y= y]) = Z X,'yiP(X = XI)P(Y = y])
Y,EX(Q),yJEY(Q) XIGX(Q),;U]EY(Q)
Dou:E(XY)= Y L xpPX=x)P(Y=yp;))= L xPX=x) )L yP(Y=y)
xEX(Q) v,€Y(Q) xeX(Q) vieY(Q)
= E(X)E(Y)
La covariance et le coefficient de corrélation sont donc nuls quand les variables aléatoires sont indé-
pendantes.

Montrons maintenant que la réciproque est fausse.
On considere un lancer de dés non truqués et les variables aléatoires suivantes :
e X quivaut 1 sion tire un as ou un 6, 0 si on tire un 2 ou un 5, et —1 si on tire un 3 ou un 4;
* Y qui vaut 1 si on tire un 2 ou un 5, et 0 dans les autres cas.
On a facilement E(X) = 0, XY qui est la variable aléatoire nulle, donc E(XY) = 0.
Ce qui donne Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0, alors méme que X et Y ne sont pas indépendantes :

1
P(X:lﬂY:1)=O,alorsquep(X:1):P(Y=1):5! ]

Théoreme : En résumé, si X et Y sont indépendantes, alors :
* E(XY) = E(X)E(Y)
e Cov(X,Y)=0
* p(X,Y)=0
* V(X +Y)=V(X)+ V(Y)
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