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Chapitre 4
Fonctions vectorielles et courbes paramétrées

Exercice 1 : La vitesse du point a l'instant ¢t € I est v(¢) = || f'(¢)]]. Comme
f’ ne s’annule pas sur I, la fonction v est dérivable sur I et on a

(f'(1) | (1)
L@l

1. Sile point se déplace & vitesse constante, alors v' = 0, donc les vecteurs f’(t)
et f”(t) sont orthogonaux pour tout ¢t € I d’apres la formule précédente.

Vel ()= = [l (0)] cos (7/(1). £"(1)) -

2. Si le point accélere, alors v > 0, donc le cosinus de I'angle 6(t) entre
les vecteurs f/(t) et f”(t) est positif pour tout ¢ € I d’aprés la formule
précédente. On en déduit que 0(t) € [—7/2,7/2].

3. Si le point accélére, alors v > 0, donc le cosinus de l'angle 6(t) entre

les vecteurs f'(t) et f”(t) est négatif pour tout ¢ € I d’aprés la formule
précédente. On en déduit que 6(t) € [7/2,37/2].

Exercice 2 : D’aprés le cours, la fonction w est dérivable sur R. De plus, pour
tout t € I, on a

F(®)

W) = g'(t)

En effectuant Cy < Cy — b(t)C1, puis en utilisant les linéarité sur la seconde
colonne du déterminant, on obtient w'(t) = a(t)w(t) qui est une équation diffé-
rentielle linéaire d’ordre 1.

Exercice 3 : On définit la fonction f : [a,b] — R par

u(a) wv(a) w(a)
Veel, f(t)=u) v(b) wb)
u(t) () w(t)

Comme u, v et w sont dérivables, la fonction f est dérivable sur [a,b] d’aprés
le cours. Comme f(a) = f(b) = 0, on obtient, d’apreés le théoreme de Rolle,
'existence d’un point d €]a, b[ tel que

u(a) w(a) w(a)
0=f(d)=|u®) vd) w)].
u(d) v'(d) w'(d)

Finalement, f'(a) = f'(d) = 0 et f’ est dérivable sur [a, ] (car u, v et w sont de
classe ¢?), donc d’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, d[C [a, b] tel que

(@) v(a) w(a)
0=f"(c) = |u®) w(b) wb)

Exercice 4 :
1. On note v(t) = f(t) A f'(t). La fonction f est dérivable et on a

ffey=fONFE+FONE) =0

par hypothése. Ainsi, application v est constante.

2. Comme f(a) et f'(a) ne sont pas colinéaires, leur produit vectoriel v(a) est
un vecteur non nul. Comme ’application v est constante, on en déduit que

(f(@) [ v(a)) = (f(t) [ v(t)) = 0.

On en déduit que les valeurs prises par f(t) sont contenues dans le plan de
vecteur normal v(a) et passant par l'origine.

Viel

3. Par hypothése, pour tout réel ¢t € I, il existe un réel A(t) € R tel que
f'(t) = A(t)f(t). En notant z, y et z les coordonnées de f, on obtient les
équations différentielles

/

=Xx, vy =Xy, =N

Comme f ne s’annule pas, on peut écrire au voisinage de chaque point de I
la fonction X comme z’/z, y'/y ou 2’ /2. On en déduit que la fonction X est
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continue sur I. En notant A une primitive de A sur I, puis en résolvant les
trois équations différentielles ci-dessus, on conclut qu’il existe (A, B,C) €

R3 tel que
Aelr®) A
ft) = Ber®) | =AW | B
Celr®) C

Ainsi, les valeurs prises par f(t) sont incluses dans la droite vectorielle
dirigée par le vecteur (A4, B,C) € R3.

Exercice 5 : En utilisant les développements limités usuels, on trouve

1) (e (1) ()
(-0 o) (2 (2o

i) 10 = (1) + (_yj) 2 (T1]8) ¢+ olt)

110 ()2 () Qe (s
(v) flm+1)= (_§ﬂ> t+ (‘577) £+ _eﬂ/3> £+ o(th),

(vi) f(L+1)= (i’) n (?) - (}) 2 (1‘/12) o Gf?) —

Exercice 6 : La fonction x est paire et la fonction y est impaire, donc on
peut restreindre U'intervalle d’étude a [0, +00]. Le reste du tracé s’en déduira en
appliquant la symeétrie par rapport a (Ozx).
Les fonctions x et y sont dérivables et on a

N —

, 4t , t2(t2 + 3)
m(t):—m et y(t):m.

On obtient donc le tableau de variation suivant.

t 0 400
2 (t) 0 -

T L — 1
y'(t) 0 +

y 0 — +0o0

Pour déterminer la tangente f(0) qui est un point singulier, on calcule un dé-
veloppement limité de f en 0. On a

1—t2
1+¢2 | _ (1 =2\ 2
1+ t2

donc la tangente en f(0) est horizontale. On en déduit le tracé sur [0, +oo], puis
en appliquant la symétrie par rapport a l'axe (Ox), on obtient le tracé sur R.

ft) =

4%>.‘ >
-1 0 1

+1
\J(m
1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
71: 0
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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Exercice 7 : La fonction x est impaire et la fonction y est impaire, donc on
peut restreindre l'intervalle d’étude & [0, +-00[. Le reste du tracé s’en déduira en
appliquant la symétrie par rapport au point O.

Les fonctions x et y sont dérivables et on a

1—3t4 23 —t4)
"t)=—"= et 9y(t)=-—"—-2.
On obtient donc le tableau de variation suivant.
t 0 3—1/4 31/4 +00
2 (t) + 0 -
33/4
4 — 31/4
’ 0 )
y'(t) 0 + 0o -
33/4
31/4 — 4
’ o— ™

Les tangentes en f(0) et f(3'/%) est horizontale et la tangente en f(37/%) est
verticale. On peut aussi remarquer que f'(t) — (0, —1) lorsque ¢ — +o00, donc
la tangente en f(¢) lorsque t — 400 est verticale.

On en déduit le tracé sur [0,4o00[, puis en appliquant la symétrie par rapport
au point O, on obtient le tracé sur R.

F(3/4

0,5+

Exercice 8 : Les fonctions x et y sont dérivables et on a

3(1 —2t3) 3t(2 —t3)
! t) = —5F ! t) = ———.
)= ey v =y
On obtient donc le tableau de variation suivant.
t —00 -1 0 9—1/3 21/3 +00
' (t) + + 0 -
“+00 92/3
x el - 0/ B 91/3 —
0 —00 0
y'(#) - - 0 + 0 -
0 +00 92/3
y N ~ ol/3—"
—0 0 - 0
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Les tangentes en f(0) et f(2/3) est horizontale. La tangente en f(27/3) est
verticale. On en déduit le tracé sur R.

f(21/3)

Exercice 9 : La fonction f est 2m-périodique, on peut donc restreindre I’étude
a [—m,7]. De plus, la fonction x est paire et la fonction y est impaire, donc on
peut restreindre l'intervalle d’étude & [0, 7]. Le reste du tracé s’en déduira en
appliquant la symeétrie par rapport a (Ozx).
Les fonctions x et y sont dérivables et on a

2/ (t) = —3sin(3t) et 1/ (t) = 2cos(2t).

On obtient donc le tableau de variation suivant.

; 0 m m 2w 3T -
4 3 3 4
2'(t) 0 - 0O + 0 - 0
1 — x5 1 —
v -5 7
-1 -1
y'(t) + 0 — 0 +
1 — 3 1
Y / T T— V3 /
0 2 -1

Avec le tableau de variation, on observe qu’au point f(t) pour ¢t = 0,7/3,27/3
out = m, la tangente a la courbe est verticale. De méme, on observe qu’au point
f(t) pour t = w/4 ou 3m/4, la tangente a la courbe est horizontale.

On en déduit le tracé sur [0, 7], puis avec une symétrie par rapport a l'axe (Ox)
sur [—m, 7.

f(2m/3)

f(3m/4)
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Exercice 10 : La fonction f est 2w-périodique, on peut donc restreindre I’étude
a [—m,m]. De plus, la fonction x est paire et la fonction y est impaire, donc on
peut restreindre l'intervalle d’étude & [0, 7. Le reste du tracé s’en déduira en
appliquant la symeétrie par rapport a (Ozx).
Les fonctions x et y sont dérivables et on a

2/ (t) = —4sin(2t) et y'(t) = 3cos(3t).

On obtient donc le tableau de variation suivant.

t | o u = o
6 2 G T
2'(t) 0 — 0 + 0
2 2
z T 11—
() + 0 - 0 + 0 -
1 1
0 - 0

La tangente au point f(0) et f(7) est verticale. La tangente au point f(7/6) et
f(57/6) est horizontale. Pour déterminer la tangente au point f(7/2) qui est
singulier, on calcule les dérivées successives de f en m/2. On trouve

(-6

donc la tangente en f(m/2) est dirigé par le vecteur (8,9).

On en déduit le tracé sur [0, 7], puis en appliquant une symétrie par rapport a
l'axe (Oz) sur [—m, 7).

LT f(m/6) LT
/ 1 f(m) 1
0 1 VF(0)

Exercice 11 : La fonction f est 2m-périodique, on peut donc restreindre 1’étude
a [—m,]. De plus, la fonction = est paire et la fonction y est impaire, donc on
peut restreindre l'intervalle d’étude a [0, 7]. Le reste du tracé s’en déduira en

appliquant la symétrie par rapport a (Ox).
Les fonctions x et y sont dérivables et on a

2'(t) = —2sin(t) — 2sin(2t) et ' (t) = 2cos(t) — 2 cos(2t).

On obtient donc le tableau de variation suivant.

2T
t 0 — s
3
2 (t) 0 — 0 4+ 0
3 -1
€T \ 3 7
2
y'(t) 0O + 0 -—
3v3
Yy e 2 ~
0 0
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La tangente au point f(m) est verticale. Pour déterminer la tangente au point
f(0) qui est singulier, on calcule les dérivées successives de la fonction f en 0.

On trouve
o= (7).

donc la tangente en f(0) est horizontale. De méme, pour le point f(27/3), on

trouve
y 2T _ 3
(5) = (o).

donc la tangente en f(27/3) est dirigé par le vecteur (1, —/3).
On en déduit le tracé sur [0, 7], puis avec une symeétrie par rapport a l'axe (Ox)
sur [—m, 7.

Exercice 12 :

1. La fonction f est 2m-périodique, on peut donc restreindre 1'étude a [0, 27].
Les fonctions x et y sont dérivables et on a

2'(t) = 2cos(2t) exp(sin(2t)) et y'(t) = —sin(t) exp(cos(t)).

6/11

On obtient donc le tableau de variation suivant.

s 3T 51 i
t —_ - —_ JR—
0 1 1 ™ 1 1 2
x'(t) + 0 - 0 + 0O — 0 +

)
('b
—

1 e 1 e~ !
y'(t) 0 = 0 + 0
€ —_ 4 s €
Yy €2 7 _\v2 _VN2— €2
e 2 —— 1 —€ 2

La tangente au point f(0), f(7) et f(27) est horizontale. La tangente au
point f(mw/4), f(3w/4), f(bm/4) et f(Tm/4) est verticale.
On en déduit le tracé sur [—m, 7).

J(0)
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2. On cherche a résoudre pour —7 < ¢t < s < 7 'équation f(t) = f(s), ce qui

équivaut au systéme
{ sin(2t) = sin(2s)

cos(t) = cos(s).
La seconde équation donne s = —t, tandis que la premiére équation équi-
vaut a
T
t=s[r] ou t= 5 s[].
En combinant avec I’équation précédente, la seule solution est t = —7/2 et

s = 7/2. Finalement, la courbe paramétrée par f admet un unique point
double qui est (1,1) = f(7/2) = f(—7/2).

3. La tangente en f(7/2) = (1,1) est dirigée par f/(r/2) = (—2,—1). Comme
elle passe par le point (1,1), on en déduit qu'une équation de la tangente
est 2y =z + 1.

De méme, une équation de la tangente en f(—m/2) = (1,1) est 2y = —x+3.

Exercice 13 :

1. Si f(t) est un point d’inflexion, alors les vecteurs f/(¢) et f”(t) sont coli-
néaires. Si on note € la base canonique de R?, on a

3(t—2)% 6(t—2)

dete (f'(2), f"(2)) = ’ 2t 2

’ — 6(t—2)(t+2).

Ainsi, les points d’inflexions possibles sont f(2) et f(—2). On a

f2+1t) = <(2+§2 _4> = (Z) t+ (?) 2 + <é) 3+ o(t3).

Avec les notations du cours, on a p = 1 et ¢ = 3, donc f(2) est un point
d’inflexion de la courbe paramétré par f. De méme, on a

f(—2+41) = <_g4> + (i) t+ <_112> 2+ (é) 3+ o(t?).

Avec les notations du cours, on a p =1 et ¢ = 3, donc f(—2) est un point
d’inflexion de la courbe paramétré par f.

2. La tangente en f(2) = (0,0) est dirigé par f'(2) = (0,4), donc une équation
de la tangente en f(2) est x = 0.
La tangente en f(—2) = (—64,0) est dirigé par f'(2) = (48, —4), donc une
équation de la tangente en f(—2) est 12y +x + 64 = 0.

Exercice 14 :

1. Si f(t) est un point d’inflexion, alors les vecteurs f'(¢) et f”(t) sont coli-
néaires. Si on note € la base canonique de R?, on a
et el

— 9ut(1 —
o9t 9 = 2¢e'(1 —t).

detg (f'(t), f"(t)) =

Ainsi, le point d’inflexion possible est f(1). On a

FA+1) = <(16:)2) = <(13) + (;) t+ (e{2> £2 4 (6(/)6) 3+ o(t%).

Avec les notations du cours, on a p = 1 et ¢ = 3, donc f(1) est un point
d’inflexion de la courbe paramétré par f.

2. La tangente en f(1) = (e, 1) est dirigé par f'(1) = (e, 2), donc une équation
de la tangente en f(1) est 2z — ey — e = 0.

Exercice 15 : On peut représenter la courbe paramétrée par f.

z

f(10m)
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La fonction f : [0,107] — R3 est dérivable et on a
F(t) = (= sin(t), cos(t), 1).
On obtient donc || f/(t)|| = v/2, puis

107
L =/0 1) ldt =

vt € [0, 107],

107

V2dt = 10mV/2.

0

Exercice 16 : On peut représenter la courbe représentative de h.

0 1

La courbe %, est paramétrée par f : [0,1] — R? définie par f(t) = (¢, exp(t)).
La fonction f est dérivable sur Ry et on a

f1(t) = (1,exp(t)) .

On obtient donc || f/(t)]| = (1 + e*) 1/2, puis

1 1
_ / B 2t\1/2
L= [irola = [ e,
1/2

vt € [0,1],

En procédant au changement de variable u = (1 + th) , on obtient

V1+e? u2 V1+e? 1 1 1
L:/ 5 du:/ 1+< — >du
V2 u® —1 V2 2\u—1 u+1

V1+e?

- [u + % (In(u —1) — In(u + 1))] 5

—V1+2—V2+In(V/1+e2—1)—In(vV2—-1)—1.

Exercice 17 : On peut représenter la courbe représentative de h.

f()

(gh
£(0)
0

I
T
1

La courbe %}, est paramétrée par f : [0,1] — R? définie par f(t) = (¢,t%/2). La
fonction f est dérivable sur Ry et on a

f(t) = (1, ;ﬁ) .

vt € Ry,

9 \1/2
On obtient donc || f/(t)|| = (1 + 4t> , puis

1 ) 1 9 1/2
L:/O Hf(t)”dt_/o <1+4t> dt

1
3.9, 210 13y/13 -8
|27 4 0_ 27 ‘

Exercice 18 :

1. Pour tout t € R, on a
ft+2m) = f(t) + (2m,0).

On en déduit que pour passer de f(t) & f(t+ 2m), on utiliser la translation
de vecteur (2m,0).

2. D’apres la relation précédente, on peut restreindre I’étude a [—7, 7). Le reste
du tracé s’en déduira en appliquant les translations de vecteur (2k7, 0) avec
k € Z. De plus, la fonction x est impaire et la fonction y est paire, donc on
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peut restreindre 'intervalle d’étude a [0, 7]. Le reste du tracé s’en déduira
en appliquant la symétrie par rapport a (Oy).
Les fonctions x et y sont dérivables et on a

2'(t) =1—cos(t) et %/ (t)=sin(t).

On obtient donc le tableau de variation suivant.

t 0 71'
2/ (t) 0 +

La tangente en f(m) est horizontale. Pour déterminer la tangente en f(0)

qui est un point singulier, on calcule un développement limité de f en 0.
On a
t — sin(t) 0

donc la tangente en f(0) est verticale. On en déduit le tracé sur [0, 7].

1(0)

En appliquant la symétrie par rapport a 'axe (Oy), on en déduit la tracé
sur [—m, 7|, puis en appliquant les translations de vecteur (2km,0) avec
k € 7Z, on obtient le tracé sur R.

o 0l 2r

3. Pour tout ¢ € [0,27], on a

1" @) = [(1 = cos

(sin(t

(£)2]"/?
2 2
On obtient donc
27 27 t t 27
L—/ Hf’(t)Hdt—Q/ sin (= )dt=2|-2cos | = — 3.
0 0 2 2 0

Exercice 19 :

(£)* +
=14/2—2cos(t) =

1. La fonction f est 2m-périodique, on peut donc restreindre I'étude a [—m, 7.
De plus, la fonction x est paire et la fonction y est impaire, donc on peut
restreindre 'intervalle d’étude a [0, 7]. Le reste du tracé s’en déduira en
appliquant la symétrie par rapport a (Ox).

Les fonctions x et y sont dérivables et on a

o' (t) = —3sin(t) cos®(t) et o/ (t) = 3cos(t)sin®(t).
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On obtient donc le tableau de variation suivant.

m
t 0 5 ™
2 (t) O — 0 — 0
1
T \0
\_1
y'(t) 0 + 06 — 0
1
Yy 0/ \0

Pour déterminer les tangentes en f(0), f(7w/2) et f(mw) qui sont des points
singuliers, on calcule des développements limités. On a

()= 0)+ ()
donc la tangente en f(0) est horizontale. On a
f( t>:<aﬁ@v2+w> < Sv
=<O>+< 0 >t2+o(t2),

1 ~3/2
donc la tangente en f(7w/2) est verticale. On a

)=

362)t2+—0@2L

1
0

cos?(t)
sin®(t)

—3/2

(0 ;

— sin®

cos?(

i
2

cos?(m/2 + t)

E

cos3(m + t)
sin®(m + t)

2+

0

—cos3(t)
—sin®(¢)

riaen=(

(

)
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donc la tangente en f(7) est horizontale.
On en déduit le tracé sur [0, 7], puis en appliquant la symétrie par rapport
a 'axe (Ox), on obtient le tracé sur [—m,].

2. Pour tout ¢ € [0,27], on a

£/ (8] = [(=3sin(t) cos®(£))2 + (3 cos(t) sin®(£))2] />

= 34/ cos?(t) sin?(t) = 3| cos(t) sin(t)|.

Comme la fonction t — 3| cos(t) sin(t)| est 7/2 - périodique, on obtient

s w/
L:/02 Hf’(t)Hdt:éL/O " 3 cos(t) sin(t)dt

w/2

w/2
= 6/0 sin(2t)dt = 3[— cos(2t)],’” = 6.

xercice 20 :

1. La fonction f est 2m-périodique, on peut donc restreindre I’étude a [—m, 7.
De plus, la fonction x est paire et la fonction y est impaire, donc on peut
restreindre lintervalle d’étude a [0, 7]. Le reste du tracé s’en déduira en
appliquant la symétrie par rapport a (Ox).

Les fonctions x et y sont dérivables et on a

2/ (t) = —2sin(t) — 2sin(2t) et ' (t) = 2cos(t) + 2 cos(2t).
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On obtient donc le tableau de variation suivant. On en déduit le tracé sur [0, 7], puis en appliquant la symétrie par rapport
a l'axe (Ox), on obtient le tracé sur [—m, 7).
t 0 u 2n m J(n/3
—_ J— J(m/3)
3 3 :
2'(t) 0 — 0 + 0
3 _1 f(2m/3) 1 1
—
-3 1(0)
f" 0 1 ) 0 1
y'(t) + 0 - 0
3v3
y 2 — ﬁ

Avec le tableau de variation, on observe qu’aux points f(0) et f(27/3),1a | 2. Par symétrie, la longueur de la courbe est le double de la longueur de f(0)

tangente a la courbe est verticale. De méme, on observe qu’au point f(7/3), a f(m). Pour tout t € [0, 7], on a
la tangente & la courbe est horizontale. Pour déterminer la tangente en f(7)
qui est un point singulier; on calcule les dérivées successives de la fonction I @) = [( 2sin(t) — 2sin(2t)) (2cos(t) + 2 cos(2t ))2] 1/2
f en m. On trouve
-2
" = = 2+/2 + 2cos(t = —4cos
o= (%) %
On en déduit que la tangente en f() est horizontale. On obtient donc

T s M eos (P at =8 losin (V] =
:2/0 Hf(t)”dt—S/O cos <2) dt—8[251n<2>]0—16.
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