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Chapitre 15
Courbes et surfaces implicites

Exercice 1 :

1. La courbe % est la réunion des droites d’équations y = x et y = —z.
Yy
1y
4
O 4
|
T N> T
-1 0 1

2. En notant f(x,y) = 22 —y?, on a Vf(z,y) = (2z,2y). La courbe ¥ admet
un unique point singulier qui est (0,0). On remarque en effet sur le dessin,
que la courbe n’admet pas de tangente au point (0,0).

Exercice 2 :

1. En notant f(z,y) = 22/a® + 4%/ — 1, on a Vf(z,y) = (2z/a?,2y/b?).
L’unique point ou le gradient est nul est (0,0), mais ce point n’appartient
pas a la courbe %. Ainsi, tout les points de la courbe sont réguliers.

2. Par définition, I’équation de la tangente en (zg,y0) € € est

2y0 x5 Y
+b2y_2<a2+l72 =0.

22!0 2x0
?(w—mo)+b—2(y—yo):0 < aT

Comme (xg,yo) € €, on a f(xg,yo) = 0, donc ’équation se simplifie en

20 2yo

Exercice 3 :
1. En notant f(z,y) = 2%/a®> — y?/b®> — 1, on a Vf(z,y) = (2z/a?, —2y/b?).
L’unique point ou le gradient est nul est (0,0), mais ce point n’appartient
pas a la courbe €. Ainsi, tout les points de la courbe sont réguliers.
2. Par définition, I’équation de la tangente en (xg,yp) € € est
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Comme (x9,yo) € €, on a f(xg,yo) = 0, donc I’équation se simplifie en

2x9 2yo

b2y—2:0.
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Exercice 4 :
1. En notant f(z,y) = 23 + v — 32y, on a Vf(z,y) = (32% — 3y, 3y — 3z).
Aprés résolution, la courbe € admet un unique point singulier qui est (0, 0).
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2. Par définition, I’équation de la tangente en (z9,y0) € € \ {(0,0)} est
(325 — 3yo)(x — x0) + (3y§ — 3x0)(y —y0) =0
& (x5 —yo)z + (v — x0)y — (x5 + yg — 2x0y0) = 0.

Comme (z9,yp) € €, on a f(xg,yo) = 0, donc ’équation se simplifie en

(x5 — yo)z + (y§ — z0)y — Toyo = 0.
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Exercice 5 : valeurs croissantes de f. (Sur le dessin ci-dessous, on a juste représenté la
(i) Si A € R, alors I'équation de la ligne de niveau \ de f est direction et le sens des gradients, sans respecter leur norme).
Y
fey =2 & Z=x & y=i 21
€z \ A= -2
Il s’agit donc de la droite linéaire d’équation y = Az. De plus, on sait que 14
les gradients sont orthogonales aux lignes de niveaux et qu’ils vont dans A=l
le sens des valeurs croissantes de f. (Sur le dessin ci-dessous, on a juste 0l
représenté la direction et le sens des gradients, sans respecter leur norme).
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(ii) Si A € R, alors l'équation de la ligne de niveau A de f est
fly) =X & 22—y’ =X\
Si A # 0, il s’agit d’'une hyperbole et si A = 0, on obtient la réunion des
droites d’équations y = x et y = —x. De plus, on sait que les gradients
sont orthogonales aux lignes de niveaux et qu’ils vont dans le sens des
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Exercice 6 : Exercice 7 :

1. On peut représenter la surface. 1. On peut représenter la surface.
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Le gradient de f(x,y,2) = (22 +y? + 22 + 3)% — 16(2? + y?) est
Le gradient de f(z,y,2) = 2% + 32 — 22 est Vf(z,y,2) = (2z,2y, —22).

Ainsi, la surface . admet un unique point singulier qui est (0,0,0). da(a? +y? 422 +3) = 320
Vi(z,y,2) = | 4y(a® + 4>+ 2° + 3) — 32y
4z2(z® + y* + 22 + 3)

2a(z—a)+2b(y—b)—2c(z—c) =0 & art+by—cz—2(a*+b*—c*) = 0. On considére un point singulier (z,y,2) € .. La troisiéme équation im-

plique que z = 0. En factorisant dans les deux premiéres expressions, on

est amené & considérer deux cas.

o Siz?+y? #£ 5, on déduit des deux premiéres équations que z = y = z = 0.
Cependant (0,0,0) ¢ S, donc on ne trouve pas de point singulier dans
ce cas la.

e Siz?+y?=5o0na

2. Par définition, I’équation du plan tangent en (a,b,c) € . est

Comme (a,b,c) € .#, on a f(a,b,c) = 0, donc 'équation du plan tangent
a . en (a,b,c) se simplifie en

axr +by —cz = 0.

f(@,y,2) =(5+0+3)2—16-5=—16 #£ 0,

ce qui contredit (z,y,z) € ., donc on ne trouve pas non plus de point
singulier dans ce cas la.
Finalement, la surface . n’a pas de point singulier.

2. Par définition, ’équation du plan tangent en (3,0,0) € .7 est

2(x—-3)=0 < z=3.
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Exercice 8 :
1. Par définition, I’équation du plan tangent en (xo, yo, f(xo, o)) est

z = 2xo(x —x0) +2y0(y —vo) + f (w0, %) & 2= 2wz + Y0y — 75 — V3.
2. Pour (z,y) € R?, on a
f(@,y) — 2zom + 2yoy — 2§ — y3) = (x — 20)* + (¥ — yo)*

qui est positif, donc la surface est au-dessus de son plan tangent.

Exercice 9 :
1. Par définition, I’équation du plan tangent en (0,0,0) est

z=0xz+1xy+0 & z=y.

2. Pour (z,y) € R?, on a
2
_ YT
flz,y) —y T2
qui n’est pas de signe constant quand (z,y) est proche de (0,0). Ainsi la
surface . traverse son plan tangent en (0,0,0).

Exercice 10 :
1. Par définition, I’équation du plan tangent en (xo, yo, f(x0,y0)) est

r — X — X
=20 VT ()~ In(g) & 2= — — Lt In(ao) — In(yo).
xo Yo o Yo

2. On écrit x =x9+ h et y =1yo + k. On a alors

Fa) = (£ = L+ inGan) ~ ) )
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- —271.(2) + —5 + O(hQ) + 0(]{72).

+ In(zg) — ln(y0)>
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Le signe de I’expression ci-dessus au voisinage de (0, 0) est donné par le signe

de —% + %, donc l'expression précédente n’est pas de signe constant au
0 0

voisinage de (0,0). On en déduit que la surface . traverse son plan tangent

en tout point (xo, yo, f (70, yo))-



