2TSI. Devoir libre 02

Correction

1) On définit fo: Ry - R, x+— e * puispour n e N* f,, 1Ry - R x+—e

—T

z", et pour tout n € N,
eI
L,: Ry =R z+— —'f,(l")(:v)
n!
On a alors, pour tout z € R :

Lo(z) = Z—Tféo)(ﬁ?) =e"folz) =" " = 1.

Puis :
61
Li(z) = m () =€ [-e "z +e "] =—z+1.
Puis :
X x x 1
Ly(z) = c 2 () = c [—e "2 + 2ze™ I]I . [e7"2® —daze ™ +2¢7"] = —2® — 22+ 1.
2! 2 2 2
Résumons :

1
Lo(z) =1, Li(z) = —xz+ 1, La(z) = 5:102 -2z + 1.

2) Rappelons pour commencer la formule de Gottfried Leibniz. Si f et g sont deux fonctions de classe
n

C™ sur I, alors fg est de classe C™ sur I et pour tout = € I, (fg)™ = Z (Z) F® ()R ().

k=0
Ici, on commence par écrire pour tout n € N, e = e~ "z"zx. On applique alors la formule de Leibniz
au rang n + 1 avec f(z) =z, g(x) = e~ ®z™ et I = R. . L’intérét de prendre f(z) = = est de remarquer
qu’a partir de sa dérivée seconde, les dérivées successives de f sont nulles. On a :

n+1
£ (@) = [we=mam) D = 3 <n+ 1> (8] (emrgm) 1)
n+1 - k .

k=0

7mxn+1

Comme z*) = 0 pour k > 2, on a :

D () — <”z)r )x(emxn)< 1) <n1r )(ezxn)< ) (e Y 4 (4 1) (o)™

On en déduit :
pour tout n € N, f nH)( ) = :Efr(LnH)(:E) +(n+1) 7(1")(96)
3) Pour tout n € N et pour tout z € Ry,

el

(n+1)!

—x_n+1 (n+1) _ i —x_ n+1 (n+1)
[e="am ] e,

(n+1)Lpsa1(x) = (n+1)

Ce qui donne :
(n + 1)Ln+1(1‘) = % ($ [e_mx"] (n+1) + ( + 1) [ —x n] (n)) 7

qui se met sous la forme :

(n+1)Lpt1(z) = :C—zdi [nle Ly (z)] + (n + 1)8—Tn!eszn(x).

n! n!



Ce qui s’écrit encore :

(n+1)Lnya(2)
=ze® (—e "Ly(z) + e 7L (z)) + (n+ 1)Ly (x)
= —zL,(z) +zL (x) + (n+ 1)L, (x),

Et alors, on a bien le résultat :

(n+1)Lyps1(z) =x L (z) + (n+1—2x)L,(x).

n—k 1,k
nlx
4)a) On veut montrer que pour tout k € [0, n], m(m") = Nous allons faire une récurrence.
x !
Par commodité pour Ueffectuer, posons p = n — k pour tout k € [0,n].
P nlg" P
Il reste donc & démontrer que pour tout p € [0,n], —(z") = .
que p pe[0,n], —(=") =)

On a:

d° nlgn—0

a0 =T = o

La proposition est donc vraie au rang p = 0. Supposons qu’elle soit vraie a un rang p = j, ou j < n — 1.
On a alors :

o d (& d [ nlgn—I nl(n — j)an =771 nlgn—0G+1)
(a50) = & (5 =m) =

(=5t (a=-G+1)
C’est bien la proposition au rang p = j 4+ 1. On peut conclure :

— (") =
dxitl dx

dn=k - nlak
Vk € [[O,n]], m(x ): T

4)b) Pour tout n € N* et pour tout k € [1,n], on a déja :

() o) L)

+

"= 1) 7 k1)
n! n! n!
™ ()
_ H(n k) Min—%)! (k= Dln—k+1)
EECE 7 + (ki —1)!
Cela donne :
&) el ()
CE ]
n! (n+1)! n!

M =Bk =1 B m—0) T =Dk Dln+ =R

Le second membre de cette derniere égalité (que 'on note A pour simplifier) doit étre égal a

) o

¥ A oy 8

Ecrivons alors :

A:

m+Dn+1)! [k(n—(k—-1)) n—-(k-1)) k2
k!k!(n—l—l—k)![ (n+1)2 n+1 +(n+1)2

car on a d’une part :

Elkl(n — (k—1))! nl _ k(n—(k—1))
(n+Dn+D! Kln-k(k-1)!  (®©+1)2

en utilisant (n — (k —1))! = (n — (k — 1))(n — k)!, et d’autre part :



Bk —(k—1)! (m+1)!  n—(k—1)

(n+Dn+D! Kkln—-Fk!  n+l1

et enfin :

Elkl(n— (k—1))! n! k2

n+Dn+D! "kE-D1k—-D)n+1-k)! (n+1)2

Ainsi, A vaut alors :

(n+D)n+1)! [k(n—(k—1)+(n—(k—=1))(n+1)+k?

E'E!(n+1—k)! (n+1)2
(41 n+1)! [(n+1)?

kKl (n+1—k)! {(n—i—l)?}

~ (n+1)(n+1)!

T EE(m A1 - k)

On a bien le résultat voulu.

Vn € N*, Vk € [1,n], (Z) (HH)(?’D (kil)

TS e —1)!

4)c) Utilisation de la question précédente

On va en fait utiliser plusieurs résultats précédents.

Pour tout n € N et pour tout z € Ry, posons : L, (z) = Z (n) (=1 .

On va montrer cette égalité par récurrence.
La proposition est vraie pour n =0 car :

i -1- () ()5

De méme, la proposition est vraie pour n =1 car :

i -mem (e s ()55 ()

Supposons la proposition vraie pour n, entier non nul. Alors, partons du résultat de la question 3) :

(n+ 1)Lp1(z) =x L (z) + (n+1—x)L,(x).
En utilisant la proposition au rang n :

etitor == (30 (1) GEat) =35 (1) St

k=0

Et on a aussi :

n n 1k
(n+1-2)Ln(2) = (n+1-2)3 (k>( kl!) .

Ce qui donne encore :

Et aussi :




En regroupant, la quantité (n + 1)L,41(z) devient donc

()t S () G- 5 (3) e

k=1 k=0

On la transforme en :

S (i S ()

k=1

Puis ensuite en :

GO [0 = v O e RV =

Il reste & utiliser la question 4)b) :

Vk € [1,n], ]g) (nH')(Z) (kﬁl)

Alors (n 4+ 1)Lp41(x) devient :

n+1+$x"“+zﬂ:<n+l>(n+l)( 1)kx’f.

On remarque que :

n1+ ED (n+ 1>(n+ 1)(_1)0960 + (n+ 1) (n+ 1)7(_1)%::5"“.

n!

Et on a bien le résultat voulu :

n+1 n k
(n4+1)Lpsa(x) = Z ( ;:1) (n+ 1)( kll) z*.

k=0

C’est la proposition au rang n + 1. On a bien montré :

Utilisation de la formule de Leibniz

On part de L, (z) = —f (") (z) = T; [e”z]™ .

Comme les fonctions T e

Leibniz :

et x — z" sont de classe C™ sur Ry, on peut appliquer la formule de

L mz() (=) ) (g )(n—h) — mz() k—mz:k

x

en utilisant la question 4)a). En simplifiant ee™® = 1, on a le résultat. On a bien encore montré :

=~ (n (‘Uk k
VnEN,VIER+,Ln(:c):Z e
k=0 ’

5)a) On suppose n € N* et € R;. On utilise les formes de L, (x) et de Ly4+1(z) trouvées a la question
précédente. On écrit :

st = (S0 ) - (B (1)),

k=0




Cela donne, en effectuant les dérivées,

’ / — (n —1)* -1 = n+1 —1)* -1
Ln(ac)—Ln_H(x):Z(k>(l(€_)1)!xk _Z( N )ﬁxl@ .

k=1 k=1

Puis, en mettant sous une seule somme, et en isolant un terme en trop,

-t £ (1 -

C’est bien le résultat demandé :
. 2 n+1 —1)kghk-1 —1)"x™
VneN*, Vo € Ry, Ly(x) — Ly (x ZK( )_( ' )) ((k)—l)' ]+( 72' '
t ! !

1
5)b) On rappelle la (célebre) formule de Pascal : (Z) + (k " 1) = (n;: ) pour tout couple d’entiers

(k,n) avec 1 < k < n. Donc ici, I'égalité de la question 5)a) devient pour tout n € N* et pour tout
e Ry,

)kkl

Ln(@) = Inja(e Zﬂ;( —1) k—1) +(_1n),!nxn’

qui s’écrit encore :

n 1)k 1 k 1 (_1)711.71
i /
On change d’indice dans la somme :

Ly (x) - L%H(x) =

On en déduit bien le résultat voulu :

. n k k (_1)77,1771 7
VneN, Vo € Ry, Ll () — L (@ Z + = La(®),

| Exercice 02 |

1) On considere application :
¢:RX]—>R[X],P—P—P.

Pour montrer que ¢ induit sur R,,[X] un endomorphisme, il faut montrer la linéarité de ¢ et montrer que

l'image de R, [X] est incluse dans R, [X].

Linéarité de ¢

Soient P et @ deux polynomes de R{X] et A € R, on a :
HP+AQ)=P+XQ—(P+XQ)=P+XQ—-P -XQ'=P-P +X(Q-Q).

On retrouve ¢(P) + \p(Q).

La restriction de ¢ a R,[X] est elle un endomorphisme ?

R, [X] est le sous-espace vectoriel de R[X] engendré par la base (1, X, ..., X™). Il suffit de vérifier que
pour tout k € [0,n], #(X*) € R,[X]. On a :

6(1) =1, (X) = X — L.



Puis :
VEk € [2,n], gb(Xk) = Xk _ Xk,

Le polynéme X* — kX%~ est de degré k pour tout k compris entre 1 et n. Donc ¢(X*) est un polynoéme
de degré au plus n pour tout entier k compris entre 0 et n. On peut conclure :

¢ induit sur R, [X] un endomorphisme, noté ¢,.

2)a) On veut expliciter la matrice de ¢, sur la base canonique de R,[X], c’est-a-dire dans la base
B =(1,X,X? .., X"). On utilise la question précédente. On sait que ¢(1) = 1 et que pour tout k € [1,n],
p(X*) = X* — kX* 1. On en déduit chaque colonne de la matrice Mg(¢y,), matrice représentative de ¢
dans la base canonique § de R, [X].

1 -1 0 0
0 1 =2 0
0 O 1 0

e
0o 0 0 1 —-n
0o 0 0 0 1
3) On veut démontrer que ¢,, est un automorphisme de R,,[X].
Méthode 01
Si vous connaissez les déterminants d’ordre n, on peut remarquer que le déterminant de Mp(¢,,) est

triangulaire supérieur et est donc égal au produit des ses éléments diagonaux qui sont tous des 1. Ainsi,
Det Mg(én) =1 # 0 et ¢, est un automorphisme de R, [X].

Meéthode 02

Si vous n’avez pas encore vu les déterminants d’ordre n, on peut expliciter I'inverse de ¢,,, ce qui prouvera
son existence et par la méme occasion que ¢ est bijectif.

Soit @ = P — P’ = ¢,(P). En dérivant, Q' = P’ — P”, puis de maniere générale, pour k € [1,n — 1],
Q¥ = pk) — plt1) et enfin Q) = P car P est un polynéme de R, [X], donc de degré au plus n.
En sommant toutes ces égalités, on aboutit a :

n

> QW =pr

k=0

n
Tout @ € R,,[X] possede donc un antécédent unique qui est : Z Q™). Ainsi,
k=0

¢, est un automorphisme de R, [X].
Xi
4) Comme ¢, est un automorphisme de R, [X], pour tout ¢ € [0,n], le polynéme — est un élément de
i

R,.[X] et possede donc un antécédent unique par ¢, que on peut appeler s;. Et s; € R, [X].
Finalement, il existe une unique famille de polynémes sq, s1, ..., S, telle que :
. X'
Vi € [[O,?’L]], ¢n(sl) = 7
i
Par ailleurs, ¢, ! est aussi un automorphisme de R,,[X] et comme la famille (—) est une base de
v/ iefo,n]

R, [X] car cette famille est formée de n + 1 polynémes tous de degrés différents dans un espace vectoriel
de dimension n + 1, on peut conclure que I'image de cette base par I'automorphisme ¢, (qui est la
famille (s;)icfo,n] est encore une base de R,[X]. On peut conclure :

(80,81, -, Sn) est une base de R, [X].

5) On note I'd 'endomorphisme identité de R, [X] et 6 ’endomorphisme induit par la dérivation sur le
R-espace vectoriel R, [X]. La quantité

(Id—6)o(Id+6+ ... + 6")



vaut, en la développant :
Id+6+ .. +06"—0—...— 0" ="t
Or 6"+ =0 car la dérivée (n + 1)*™° d'un polynéme de R,,[X] est nulle. Donc :
(Id—06)o(Id+d+..4+6") = Id.

6) On remarque que ¢, = Id — § et donc ¢, = Id+ § + ... + 6™. On retrouve I'expression trouvée a la
seconde méthode du développement de la question 3). On écrit :

Vi € [0,n], ¢, <§) ={Id+d+..+0") (%) )

Alors, pour 4 fixé dans [0, n],

(O (£> = £ +iX; Foti(i— 1) (i — (i —1))

C’est-a-dire :

On peut conclure :
X Loxk
: -1 _
Vi € [0,n], ¢, (7) = R
k=0

Remarque

La question 6) semble étre un <« remake > de la question 3). Elle s’adresse surtout & ceux qui auraient
calculé le déterminant et non expliciter ¢, ! & la question 3).

| Exercice 03 |

1)a) Soient a et b deux réels, f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(a)f(b) < 0. D’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires, on sait qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0. Comme f(a)f(b) < 0,
f(a) #0 et f(b) # 0. Donc, on peut méme préciser qu’il existe ¢ €]a, b tel que f(c) = 0.

Finalement, f s’annule sur [a, b].

1)b) Ecrivons en Python une fonction rech_dicho prenant en arguments une fonction f, deux flottants
a et b tels que f(a)f(b) < 0, une précision eps et qui renvoie un couple de réels encadrant un zéro de f
(noté I dans la suite) & une précision eps pres. Le principe de la dichotomie consiste & obtenir une
suite (I, ), de segments emboités, dont la longueur tend vers 0 et contenant chacun la limite [. En notant
gn €t dy, les bornes de ces intervalles, on dispose de deux suites adjacentes, convergeant vers [.

Pour obtenir cette suite de segments emboités, on procede comme suit :

e on pose initialement go = min(a,b) et dg = mazx(a,b);

e en supposant construit le segment I,, = [gn, dy], on pose m = % (milieu du segment) et on calcule
f(m) : si f(m) est du signe opposé & f(g,) alors il existe une racine entre g, et m; on pose alors
Lnt1 = [gn, m], C’est-a-dire g,+1 = gn et dp+1 = m. Sinon, il y a une racine entre m et d,,, donc on pose
gn+1 =M et dnJrl = dn

On sort de la boucle while dés que d — g <= 2 * eps. Le milieu de [g, d] est bien & une distance de [ (qui

appartient a ce segment) d’au plus eps.



Passons a la procédure Python.
>>> def rech_dicho(f,a,b,eps) :
g, d = min(a,b), max(a,b)
whiled — g > 2xeps :
m = (g+d)/2
if flm) == 0:
return (m,m)
elif flg) * f(m) <0
d=m
else :
g=m
return (g,d)

Remarque

Appliquons & z3 — 4z + 1 = 0 pour trouver ses trois racines a 1078 pres. On tape :

>>> import numpy as np; import matplotlib.pyplot as plt
>>> def f(x) : return(z*x3 — 4%z + 1)

Déja , on va isoler les racines pour se placer dans un intervalle o1 une seule racine existe.
>>> X = nplinspace(—4,4,500); Y = f(X); plt.plot(X,Y); plt.axhline(); plt.show()

Ainsi, chacun des intervalles [—3, —1], [-1,1] et [1, 3] contient une racine et une seule. Par exemple :
>>> rech_dicho(f,—3,—1,1e — 8)

(—2.1149075478315353, —2.114907532930374)

2)a) Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1]. Posons g(z) = f(x) — x. Alors ¢g(0) = f(0) € [0, 1]

et donc g(0) > 0. Puis g(1) = f(1) —1 < 0 car f(1) € [0,1]. Ainsi, g(0)g(1) < 0 et g étant continue,

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0, 1] tel que g(c) = 0, ¢’est-a-dire :

il existe ¢ € [0, 1] tel que f(c) = c.

2)b) Ecrivons en Python une procédure rech_pt_fize qui prend en arguments une fonction f que l'on
suppose continue de [0, 1] dans [0, 1], une précision eps et qui renvoie un couple de réels encadrant un
point fixe de f & une précision eps pres. On va utiliser rech_dicho.
>>> def rech_pt_fize(f,eps) :
def g(z) :
return f(z) — x
print(rech_dicho(g,0, 1, eps))

Remarque
On peut chercher I'unique solution de cosx = z sur [0, 1]. On tape :

>>> tmport numpy as np
>>> rech_pt_fixe(np.cos,le — 8)
(0.7390851229429245, 0.7390851378440857)



