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2TSI. Devoir surveillé 01

Correction

Exercice 01

1) On considère donc f : z 7→ z

z + 2
, définie sur C \ {−2}.

Pour montrer que f est une bijection de C \ {−2} sur un ensemble E à déterminer, on pose z′ = f(z) =
z

z + 2
, où z est un complexe différent de −2. Alors :

z′ =
z

z + 2
⇔ z′(z + 2) = z ⇔ z(z′ − 1) = −2z′.

En supposant z′ 6= 1, on a : z =
2z′

1 − z′
. Ainsi, f possède une fonction réciproque :

f−1 : E = C \ {1} → C \ {−2}, z 7→ 2z

1 − z
.

2) • Détermination de tous les complexes z tels que f(z) ∈ R

On suppose z 6= −2. On a les équivalences :

f(z) ∈ R ⇔ z

z + 2
=

z̄

z̄ + 2
⇔ zz̄ + 2z = zz̄ + 2z̄ ⇔ z = z̄.

Donc : f(z) ∈ R si et seulement si z est réel et différent de −2.

• Détermination de tous les complexes z tels que f(z) ∈ iR

On suppose z 6= −2. On a les équivalences :

f(z) ∈ iR ⇔ z

z + 2
= − z̄

z̄ + 2
⇔ zz̄ + 2z = −zz̄ − 2z̄ ⇔ zz̄ + z + z̄ = 0.

Posons z = x + iy, où (x, y) ∈ R
2. Alors :

zz̄ + z + z̄ = 0 ⇔ x2 + y2 + 2x = 0 ⇔ (x + 1)2 + y2 = 1.

On reconnait une équation du cercle Γ de centre (−1, 0) et de rayon 1. Donc : f(z) ∈ iR si et seulement
si l’image de z appartient au cercle Γ, privé du point d’affixe −2.

3) Posons Z1 = f(z) − 1 et Z2 = z + 2, avec z 6= −2. On a :

Z1 =
z

z + 2
− 1 =

2

z + 2
.

Puis : |Z1| =

∣

∣

∣

∣

2

z + 2

∣

∣

∣

∣

=
2

|z + 2| .

Puis : arg Z1 = arg

( −2

z + 2

)

= arg (−2) − arg (z + 2) = π − arg (Z2). On peut résumer :

|Z1| =
2

|Z2|
et arg Z1 = π − arg (Z2).

4) Posons C = {z ∈ C, |z + 2| < R = {z ∈ C, |Z2| < R, avec les notations de la question 3). On en
déduit d’après toujours la question 3),

|f(z) − 1| = |Z1| =
2

|Z2|
>

2

R
.

Ainsi, f est dans le complémentaire du disque fermé de centre le point d’affixe 1 et de rayon 2
R

.
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Exercice 02

1)a) On considère deux fonctions, notées ch et sh, définies sur R par :

∀x ∈ R, ch (x) =
ex + e−x

2
et sh (x) =

ex − e−x

2
.

On peut alors écrire, pour tout x ∈ R,

ch2 (x) − sh2 (x) =

(

ex + e−x

2

)2

−
(

ex − e−x

2

)2

.

Il reste à développer les deux expressions et :

ch2 (x) − sh2 (x) =
1

4

(

e2x + e−2x + 2 − e2x − e−2x + 2
)

,

ce qui donne bien :

∀x ∈ R, ch2 (x) − sh2 (x) = 1.

1)b) Les fonctions ch et sh sont de classe C∞ sur R car elles sont des combinaisons linéaires de fonctions
de classe C∞ sur R.
Rapidement, on remarque que pour tout x ∈ R,

ch′ (x) =
ex − e−x

2
= sh (x) et sh′ (x) =

ex + e−x

2
= ch (x).

Résumons :

∀x ∈ R, ch′ (x) = sh (x) et sh′ (x) = ch (x).

Puis, pour tout x ∈ R, ex > 0 et e−x > 0. Donc ch (x) > 0 et :

sh est strictement croissante sur R.

Puis sh(0) = 0. Donc la quantité sh(x) est strictement négative si x est strictement négatif et strictement
positive si x est strictement positif. Ainsi, on en déduit le sens de variation de ch.

ch est strictement décroissante sur R⋆
−

et strictement croissante sur R⋆
+.

Remarque

On peut voir rapidement que ch est paire et que sh est impaire car pour tout x ∈ R, ch(−x) = ch(x) et
que sh(−x) = −sh(x).

2)a) On pose maintenant : ∀x ∈ R, th (x) =
sh (x)

ch (x)
.

On sait que ch (x) > 0 pour tout x réel et donc cette quantité ne s’annule jamais. Cela permet de conclure :

th est bien définie sur R.

Puis, la fonction th est dérivable sur R car elle est le rapport de deux fonctions dérivables sur R. La
valeur de la dérivée n’est demandée qu’à la question suivante. Attendons donc un peu.

th est dérivable sur R.

De plus, pour tout x ∈ R,

th(x) =
sh(x)

ch(x)
=

ex − e−x

2
ex + e−x

2

=
e2x − 1

e2x + 1
.

Si x tend vers +∞,
e2x − 1

e2x + 1
∼ e2x

e2x
= 1. Donc th(x) tend vers 1 quand x tend vers +∞.

Si x tend vers −∞,
e2x − 1

e2x + 1
tend vers

−1

1
= −1. Donc th(x) tend vers −1 quand x tend vers −∞.
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On résume :

lim
x→−∞

th(x) = −1 et lim
x→+∞

th(x) = 1.

Remarque

On a déjà remarqué que sh est impaire et ch est paire. Donc le rapport d’une fonction impaire par une
fonction paire étant une fonction impaire, on peut en déduire que th est impaire. La limite lim

x→−∞

th(x)

est donc logiquement l’opposée de la limite lim
x→+∞

th(x), ce qui est le cas.

2)b) Pour tout x ∈ R, on a :

th′(x) =

(

sh(x)

ch(x)

)′

=
sh′(x)ch(x) − ch′(x)sh(x)

ch2(x)
=

ch(x)ch(x) − sh(x)sh(x)

ch2(x)
=

ch2(x)

ch2(x)
− sh2(x)

ch2(x)
.

On obtient bien :

∀x ∈ R, th′(x) = 1 − th2(x).

Remarque

On a aussi : ∀x ∈ R, th′(x) =
1

ch2(x)
, ce qui prouve que th est strictement croissante.

Pour vérifier que th est de classe C∞ sur R, il suffit de remarquer que cette fonction est le rapport de de
deux fonctions de classe C∞ sur R. On peut alors conclure :

th est de classe C∞ sur R.

2)d) Exprimons, pour tout n ∈ N et tout x ∈ R, th(n+1)(x) en fonction des dérivées successives th(k)(x)
pour k variant de 0 à n. Pour cela, on va utiliser la formule de Leibniz. Dérivons la relation de la question
2)b). On a :

∀x ∈ R, th′′(x) =
(

1 − th2(x)
)′

= −
(

th2(x)
)′

.

On en déduit pour tout entier n non nul,

∀x ∈ R, thn+1(x) = −
(

th2(x)
)n

.

La fonction x 7→ th(x) est de classe Cn sur R pour tout entier n, et donc :

∀n ∈ ⋉⋆, ∀x ∈ R, thn+1(x) = −
(

th2(x)
)n

= −
n

∑

k=0

(

n

k

)

th(k)(x)th(n−k)(x).

2)e) On pose pour tout k ∈ N, ak =
th(k)(0)

k!
. On a alors, avec la question précédente :

∀n ∈ ⋉⋆,
thn+1(0)

(n + 1)!
= −

n
∑

k=0

(

n

k

)

(n + 1)!
th(k)(0)th(n−k)(0).

Il reste à remarquer que

(

n

k

)

(n + 1)!
=

1

n + 1
.
1

k!
.

1

(n − k)!
. On a :

∀n ∈ N, an+1 = − 1

n + 1

n
∑

k=0

akan−k.

2)f) th est impaire et toutes ses dérivées successives sont paires ou impaires selon le rang de la dérivée.

Ainsi, th(1) est paire, th(2) est impaire, th(3) est paire, et de façon générale la fonction th(2n+1) est paire
pour tout entier n et la fonction th(2n) est impaire pour tout entier n.
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On en déduit que, la fonction th(2n) étant définie en 0,

pour tout n ∈ N, th(2n)(0) = 0.

En effet, une fonction impaire définie en 0 s’annule en cette valeur. On en déduit :

pour tout n ∈ N, a2n = 0.

Exercice 03

1)a) Pour tout x ∈ R,
(

x − 1
2

)2
= x2 +

1

4
− x. Et donc on a bien :

x2 − x + 1 =
(

x − 1
2

)2
+ 3

4 .

1)b) On introduit la fonction f : x 7→
√

x2 − x + 1. En utilisant la question précedente, on remarque que
x2 − x + 1 est supérieur ou égal à 3/4. Donc,

f est bien définie sur R.

On considère maintenant la suite (un)n∈N définie par un premier terme u0 dans ]0, 1[ et par la relation
de récurrence :

∀n ∈ N, un+1 =
√

u2
n − un + 1.

Comme le domaine de définition de f est R, u1 = f(u0) existe. Supposons que un existe pour n donné.
Alors un+1 = f(un) existe. On peut conclure :

pour tout n ∈ N, un est bien définie.

1)c) Si x ∈ [0, 1], alors
(

x − 1
2

)2 ∈
[

0,
1

4

]

et donc x2 − x + 1 ∈ [0, 1]. On peut conclure.

pour tout x ∈ [0, 1], f(x) ∈ [0, 1].

1)d) Comme u0 ∈]0, 1[, u0 ∈ [0, 1]. Puis en utilisant la question précédente, u1 = f(u0) ∈ [0, 1]. Supposons
un ∈ [0, 1]. Alors f(un) = un+1 ∈ [0, 1] d’après la question précédente.

Pour tout n ∈ N, un ∈ [0, 1].

2)a) On ètudie ici la fonction f. La fonction f est dérivable sur R car f(x) =
√

u(x), où u est une
fonction dérivable surR qui est à valeurs strictement positives (et en particulier ne s’annule pas) et

√
est

dérivable sur R⋆
+. On a alors :

∀x ∈ R, f ′(x) =
2x − 1

2
√

x2 − x + 1
.

2)b) Pour tout x ∈ [0, 1], écrivons les équivalences :

f(x) > x ⇔
√

x2 − x + 1 > x ⇔ x2 − x + 1 > x2 ⇔ 1 > x.

Comme 1 > x est une proposition vraie, il en est de même de f(x) > x.

Pour tout x ∈ [0, 1], f(x) > x.

Remarque

On aurait pu poser g(x) = f(x)− x et étudier le signe de g sur [0, 1] en dérivant g, mais cette dérivée est
un peu technique.

2)c) Représentons alors la courbe de f sur [0, 1]. Comme 2x − 1 change de signe en x = 1/2, une étude

rapide du signe de f ′′x) permet de dire que f décrôıt sur

[

0,
1

2

]

et crôıt sur

[

1

2
, 1

]

. Puis, f(0) = f(1) = 1

et f(1/2) =
√

3/2. Enfin, f ′(0) = −1/2 et f ′(1) = 1/2, donc la courbe représentative de f possède une
tangente de pente −1/2 en (0, 1), une tangente horizontale en (1/2,

√
3/2) et une tangente de pente 1/2

en (1, 1).



5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1x

On trace aussi y = x sur [0, 1] pour illustrer l’inégalité de la question 2)b).

2)d) Soit x ∈ [0, 1]. On a les équivalences :

|f ′(x)| 6
1√
3
⇔

∣

∣

∣

∣

2x − 1

2
√

x2 − x + 1

∣

∣

∣

∣

6
1√
3
⇔ (2x − 1)2

4(x2 − x + 1)
6

1

3
.

(Car toutes les quantités sont positives.) On en déduit :

|f ′(x)| 6
1√
3
⇔ 3(4x2 − 4x + 1) 6 4(x2 − x + 1) ⇔ 8x2 − 8x − 1 6 0.

Étudions le signe de φ(x) = 8x2 − 8x − 1. On a : φ′(x) = 16x − 8, qui s’annule pour x = 1/2. Ainsi, φ

crôıt sur

[

0,
1

2

]

et décrôıt sur

[

1

2
, 1

]

avec φ(0) = −1, φ(1/2) < 0 et φ(1) = −1. φ est à valeurs négatives

sur [0, 1] et on a bien le résultat.

Pour tout x ∈ [0, 1], |f ′(x)| 6
1√
3
.

3)a) On rappelle l’inégalité des accroissements finis, si f est une fonction dérivable sur [a, b] alors :

|f(b) − f(a)| 6 sup
t∈[a,b]

|f ′(t)||b − a|.

On applique avec b = 1 et a = un. On a alors f(1) = 1 et f(un) = un+1 et comme :

sup
t∈[un,1]

|f ′(t)| 6 sup
t∈[0,1]

|f ′(t)| 6
1√
3
.

On en déduit bien le résultat :

Pour tout n ∈ N, |1 − un+1| 6
1√
3
|1 − un| .

3)b) On applique l’inégalité précédente pour n = 1 jusqu’à n = p, où p est un entier strictement supérieur
à 1 :



























|1 − u1| 6
1√
3
|1 − u0|

|1 − u2| 6
1√
3
|1 − u1|

. . .

. . .

. . .

|1 − up| 6
1√
3
|1 − up−1|

On fait le produit de toutes ces inégalités :

p
∏

n=1

|1 − un| 6

(

1√
3

)p p−1
∏

n=0

|1 − un| .
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Il reste à diviser par

p−1
∏

n=1

|1 − un| de chaque côté et on a (en remplaçant p par n, entier quelconque) :

pour tout n ∈ N, |1 − un| 66

(

1√
3

)n

|1 − u0| .

3)c) On peut en déduire que la suite (un)n∈N converge car lim
n→+∞

(

1√
3

)n

= 0 et donc :

lim
n→+∞

un = 1.

Remarque

On a ici non seulement la limite mais aussi la vitesse de convergence. Utile si par exemple, on veut faire
un programme python qui affiche une valeur approchée à un ǫ près de l. Entrainez vous !

Exercice 04

1) Soit n > 3. Posons gn : x 7→ ex − nx. Remarquons déjà que tout réel α tel que gn(α) = 0 doit être
strictement positif car on a obligatoirement eα = nα > 0. Donc on restreint l’étude de gn Ã R⋆

+. La
fonction gn est dérivable sur R⋆

+ et g′n(x) = ex−n pour tout x ∈ R⋆
+. Donc g′n est négative si x ∈]0, lnn] et

positive si x ∈ [lnn, +∞[. Ce qui signifie que gn est décroissante sur ]0, lnn] et croissante sur [ln n, +∞[.
On a aussi : gn(lnn) = n − n lnn = n(1 − lnn) < 0 pour n > e (ce qui est le cas car n > 3).
On complète par gn(0) = 1 et lim

x→+∞

gn(x) = +∞.

Donc gn s’annule deux fois sur R⋆
+. La première fois est en xn ∈]0, lnn[ et la deuxième fois en yn ∈

] lnn, +∞[. On peut conclure.

Pour tout n > 3, ex = nx admet deux solutions vérifiant 0 6 xn < yn.

2) Écrivons une fonction Python qui prend n pour argument et qui renvoie sous forme d’un couple des
valeurs approchées de xn et de yn. Pour déterminer une solution approchée d’une équation du type f(x) =
0, Python permet plusieurs méthodes. On peut appliquer une méthode de Dichotomie ou l’algorithme
de Newton. On peut aussi utiliser des fonctions prédéfinies. Il y en a deux principales : fsolve du sous-
module scipy.optimize et bisect. Pour alléger la procédure, nous nous cantonnerons à une de ces deux
fonctions prédéfinies. Par contre, on a ici une contrainte. On doit isoler séparement les deux racines xn et
yn. On sait que xn ∈ [0, lnn] et que yn > ln(n). La question 6) permet de remarquer que l’on peut choisir
yn ∈ [lnn, 10 lnn] pour être tranquille. Nous choisissons alors la fonction prédéfinie bisect qui a pour
arguments la fonction f, et a, b les bornes de l’intervalle où on recherche la racine. En effet la fonction
prédéfinie fsolve a pour argument f et x0 un point de départ et on n’est pas certain d’avoir xn plutôt
que yn ou le contraire. On écrit alors :

>>> import numpy as np ; import math as mt
>>> import scipy.optimize as resol
>>> for n in range(3, 21) :

def g(x) :
return mt.exp(x) − n ∗ x

print(resol.bisect(g, 0, np.log(n)), resol.bisect(g, np.log(n), 10 ∗ np.log(n)))

0.619061286735465 1.5121345516579818
0.3574029561819328 2.1532923641103925
................ ................
0.11183255915936269 3.57715206395726
................ ................
0.05270598355098826 4.49975528852278

Par commodité, il n’a été affiché que les cas n = 3, n = 4 puis n = 10 et n = 20.

3) Étudions la monotonie et la convergence de la suite (xn)n>3

Pour tout n ∈ N, xn+1 vérifie exn+1 = (n + 1)xn+1.
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Et donc :

gn(xn+1) = exn+1 − nxn+1 = nxn+1 + xn+1 − nxn+1 = xn+1 > 0.

Comme gn décroit sur [0, lnn] et comme gn(xn) = 0, xn+1 < xn. La suite (xn) est donc strictement
décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle est donc convergente. Il reste à déterminer sa limite
finie. La suite (xn) étant convergente, elle est bornée et donc la suite (exn) est elle aussi bornée. Comme
exn = nxn, la suite (xn) tend nécessairement vers 0 car sinon lim

n→+∞

nxn = +∞, ce qui est impossible.

Résumons tout cela :

La suite (xn)n>3 décrôıt strictement vers sa limite qui est 0.

Étudions la monotonie et la convergence de la suite (yn)n>3

On calque ce que l’on a fait plus haut. Pour tout n ∈ N, yn+1 vérifie eyn+1 = (n + 1)yn+1. Et donc :

gn(yn+1) = eyn+1 − nyn+1 = nyn+1 + yn+1 − nyn+1 = yn+1 > 0.

Comme gn crôıt sur [lnn, +∞[ et comme gn(yn) = 0, yn+1 > yn. La suite (yn) est donc strictement
croissante. Comme pour tout n > 3, yn > lnn et comme lim

n→+∞

lnn = +∞ alors lim
n→+∞

yn = +∞. On

peut conclure :

La suite (yn)n>3 crôıt strictement vers +∞.

4) Comme pour tout n > 3, exn = nxn et comme lim
n→+∞

xn = 0, lim
n→+∞

exn = 1 et donc : lim
n→+∞

nxn = 1.

On peut conclure :

lorsque n tend vers +∞, xn ∼ 1

n
.

5) On veut trouver un équivalent de xn−
1

n
et en déduire un développement asymptotique à deux termes

de xn. La technique est de poser tn = xn − 1

n
. Donc : xn =

1

n
+ tn. Alors tn = o

(

1

n

)

et tend vers 0

quand n tend vers +∞. Alors :

exn = e
1
n etn = 1 + ntn.

Puis : e
1
n = 1 +

1

n
+ o

(

1

n

)

et etn = 1 + o

(

1

n

)

car tn = o

(

1

n

)

.

Il reste :

exn =

(

1 +
1

n
+ o

(

1

n

)) (

1 + o

(

1

n

))

= 1 + ntn.

En développant, on a : 1 +
1

n
+ o

(

1

n

)

= 1 + ntn et donc : tn =
1

n2
+ o

(

1

n2

)

. À partir de là , on en

déduit un équivalent de tn et un développement asymptotique de xn quand n tend vers +∞ :

tn ∼ 1

n2
et xn =

1

n
+

1

n2
+ o

(

1

n2

)

.

6) Soit ǫ > 0 fixé. On veut montrer qu’à partir d’un certain rang, yn 6 (1 + ǫ) lnn, c’est-à -dire montrer
qu’à partir d’un certain rang de n, ln n 6 yn 6 (1 + ǫ) lnn. On sait que gn est strictement croissante sur
[lnn, +∞[. Et comme gn(yn) = 0, écrire yn 6 (1 + ǫ) lnn équivaut à écrire que gn((1 + ǫ) lnn) > 0 pour
n assez grand. On développe :

gn((1 + ǫ) lnn) = e(1+ǫ) lnn − n(1 + ǫ) lnn = n1+ǫ − n(1 + ǫ) lnn = n [nǫ − (1 + ǫ) lnn] .

Pour ǫ fixé, posons hǫ(n) = nǫ − (1 + ǫ) lnn. On peut vérifier que cette fonction est positive pour n assez
grand. En effet,

hǫ(n) = nǫ

[

1 − (1 + ǫ) lnn

nǫ

]

∼ nǫ,

quand n tend vers+∞, par croissance comparée de ln et des fonctions puissances. En conclusion, hǫ(n) > 0
à partir d’un certain rang de n et gn((1 + ǫ) lnn) aussi. On peut conclure :

∀ǫ > 0, ∃N ∈ N⋆, ∀n > N, lnn 6 yn 6 (1 + ǫ) lnn.

Remarque

Donc, à partir d’un certain rang de n, pour tout ǫ > 0, 1 <
yn

lnn
6 1 + ǫ. Donc yn = O (lnn) .


