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Exercice 1

1
1. Rappeler les valeurs de ¢ € R pour lesquelles la série Z — est convergente.
n

n>1
En cas de convergence, on note ((g) sa somme. On admet que ((2) = %2
2. Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que pour tout n € N* on ait
1 a b c

n(n +1)2 :E+n+1+(n—|—1)2'

1
3. Justifier la convergence de la série ——— et calculer sa so e.
ustifier nvergen ri 7;”(”"'1)2 uler mim

Exercice 2

n—1
1
1. Pour tout n € N*, w= Y | —ln.
our tout n on pose u <k_0k—|—]_> nn

Trouver un équivalent de u,, —u,—1 lorsque n tend vers +c0. En déduire que la suite de terme général u,, est convergente.

2. En déduire la valeur de 1 io(_l)n ( zn:(_l)k
. En déduire la valeur de la somme ~—— (on pourra poser s, =
— n+1 P P Tkt
Exercice 3
A toute suite (an)nen+ de réels positifs, on associe la suite (by,)nen+ définie par
1 2n
VneN*, b,=—
=LY,
p=n-+1
n n
ainsi que les sommes partielles définies par A, = Z ar et B, = Z b.
k=1 k=1
. 1 1 1 1
Pour k € N*, on pose aussi S, = Z = . On a donc par exemple S3 = = =3 + 3
s<i<h? sgi<s’

1. Utiliser une comparaison série-intégrale pour obtenir
k
Vk>3, In2 < Sy < In2+In 3 )

2. En déduire la convergence de la suite (Sk)x>1, sa limite, et un majorant simple M de cette suite.

2n
1
3. Montrer que, pout tout n € N*, B,, = Z ap X Z Z
p=1 2k <p—1

4. En déduire l'existence d’un réel m > 0 tel que
V?’LEN*, m(Agn—al) < B, < MA,, .

5. Montrer que les séries > a, et > b, ont la méme nature.

et exprimer s, & laide de u).



Exercice 4

Soit (an)nen la suite définie par

1
VneN, an:/ "1 —t2dt.
0

n—1
1. En étudiant S,, = Z(—l)k ay, et en utilisant un changement de variable, prouver que la série de terme général (—1)"a,,
k=0
converge, et que
+o0 T
—1fap =5 —1.
S 1=
k=0

2. Déterminer 'unique fraction rationnelle ¢ telle que 'on ait
Vn>=2, a,=¢@n)a,_o.
3. Montrer que la suite n(n + 1)(n + 2)a, a,—1 est constante de valeur strictement positive notée K.

K
4. En déduire que a,, ~ —— puis que Y a,, converge.
400 n3/2

5. Montrer enfin

—+oo
So=341

k 2 .
k=0

Exercice 5

Soit f une fonction de ]0, 400 dans R. On suppose que f est décroissante, qu’elle tend vers 0 en 400, qu’elle est dérivable
et que sa dérivée [’ est croissante.

1. Donner un exemple d’une telle fonction (on ne conserve pas cet exemple pour la suite de 1’exercice).
2. Etablir Vinégalité
Vn>=1, 2f(n+1) < f(n)+ f(n+2).
3. On pose, pour tout n € N*, s, = Z(—l)pf(p).
p=1

Montrer que les suites (82, )nen+ €t (S2n+1)nen sont adjacentes, et en déduire la convergence de la série Z(—l)pf(p).

p=1
+oo
4. On pose, pour tout n € N, z,, = Z (—1)?f(p) . Montrer que pour tout entier n
p=n+1
+oo
2z, — ()" f(n+1) = Y (=DP[f(p) - fp+1)] -
p=n-+1
+oo
5. Pour n € N, on pose y, = Z (=1)?[f(p) — f(p+1)] . Montrer que
p=n+1

VneN, |y < fln+1) - f(n+2),

puis en déduire que la série >y, est convergente.
6. Déduire des questions précédentes que > x,, est convergente.
7. On suppose de plus que f(p) o f(p+1). Montrer que
oo
(_1)n+1

no~ 1).
Tn o 0+ 1)




