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CORRIGE DE LA SEANCE DE REVISION N° 3

Exercice 1

1. (a) C’est une série de Riemann, d’aprés le cours elle converge si et seulement si ¢ > 1 .

1
1. (b) La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle 5 §’¢crit
X(X+1)

1 b
a ¢ avec (a,b,c) € R3.

X(X+1)? X X+4+1 (X+1)?

On trouve a en multipliant par X puis en substituant 0 & X (égalité de fractions rationnelles) : a = 1. On trouve de méme
¢ = —1. Pour trouver b, on peut par exemple multiplier 'égalité par (X + 1)? puis dériver le résultat et enfin substituer —1

a X, ce qui donne b = —1.
1 1 1 1

X(X+172 X X+1 (X+12

1. (c) Montrons directement la convergence, méme si c’est une conséquence du calcul qui va suivre.

1
On a pour tout p e N*, 0 < ———— < —
plp+1)° P

étudiée converge d’apres le théoréme de comparaison. Pour le calcul de la somme, on écrit pour tout n € N* :

- 1 1 &1 2 1
BT D D Byrs fap DY v

1
et la série Z — est une série de Riemann convergente (3 > 1), donc la série
D

2
p=1 p(p + 1) p=1 p=1 p=1
1 1 7
= — — 1-(¢(2)—-1)=2—-—
n+1 ; (p+1)% notoo (€2 ) 6
Exercice 2
1. Pour tout n > 2, on a
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Up — Up_1 = E—lnn—i—ln(n—l) = ﬁ—i—ln (1_E> = E_E_W+O<ﬁ> = _W+O<ﬁ> ,
-1 . . . . R - . -
donc uy — Up—1 ~ . Le dernier terme écrit garde un signe constant, donc le critere d’équivalence s’applique : la série

+o0 2n?2
S (U — Un—1) a la méme nature que la série 3 = , qui est une série de Riemann convergente
n n—1 q 2 4 Vergs :

On en déduit que la suite (Sy,)n>2 des sommes partielles de la série > (u, —un—1) est une suite convergente, or par télescopage,
n

ona S, = Z(uk — uk_l) = u, — u1, et finalement la suite (un) converge.

k=2
2n (_1)k
2. Exprimons sg, = Z ) en séparant les termes d’indice pair et ceux d’indice impair :
k=0
1 1+1 1+ 1+ 1
Sop = — — = - — — el — —
? 1 23 4 o2 ' 2n+1
_1+1+1+ 1 1+1+1+ +1
1 3 5 2n+1 2 4 6 2
S S L
12 3 4 2n+1 2 4 6 2n



NPT ) o oo 1 1 1
Pour cette derniere égalité, on a retranché et ajouté la quantité 3 + 1 + 5 4+ o
n

Ainsi,
2n 1 n—1 1
_ _ _ 1
Sop = ];Jk—'i‘l — kZ:O k—-i-l = U2n+1 +ln(2n—|— 1) — (un +1nn) = U2p+1 — Un +1D(2+ 5)'

Puisque les suites (uy,) et (u2,41) convergent vers la méme limite, on en déduit que que Say, —Jr) In2.
n——+00

1
De plus, Sont1 = Son — e " In2. On en déduit classiquement que la suite (S,,),en+ converge vers In2 ce qui
n n——+o0o
n +oo n
signifie que la série Z (=1) est convergente et que Z ﬂ =In2.
n>0 n+ 1 n=0 n+ 1

Exercice 3

1
1. Soit j un entier > 2. La fonction ¢ — n est décroissante sur [1,4+o0o[ donc on peut écrire

1 1 1 1
Vieljj+1], -<-= et Vielj—1,j], =<-.

t g 7 t
En intégrant la premiére inégalité sur [j,j + 1] et la seconde sur [j — 1, j], on obtient

/j“ dt_ 1 _ /j dt

v T 5
it a7 St
"1
Pour k > 3, notons o = % lorsque k est pair et o = k—;rl lorsque k est impair, de sorte que dans les deux cas on a Sy = Z -.
j=a

On somme membre-a-membre I’encadrement obtenu pour j variant de o a k :

A i orioat
Z/ 7<23<Z/777
j=a ] i Jj—1

Jj=a Jj=a

c’est-a-dire

kL gy koot
ln(k—i—l)—ln(a):/ " <Sk</ 7:1nk—ln(a—1).
«@ a—1
Reste a constater que % <a< k—;rl pour tout k, et donc on a

In(k +1) —In(a) > In(k+1) — In (E2) = In2,

ainsi que
Ink—In(a—1) <nk—In(5 1) =2+ () .

On a obtenu, pour tout entier k > 3,
2 < S < W2+ ().

2. Ona

——— 1 donc la suite (Sg) converge vers In2 d’apres le théoréme des gendarmes.
k—2 kotoo

2
De plus, pour tout £ > 3 on a =1+——<14+2=3etdonc S, <M = In2+1In3.

k -2 k -2 not
n 1 2k
3. On a par définition B, = Z Z Z ap | et il s’agit d’intervertir correctement les deux sommations.
k=1 p=k+1
L’expression de B, fait intervenir les réels as, . .., as, affectés d’un certain coefficient. On peut donc écrire

2n
B, = g ap X ¢p,
p=2



1
ol ¢, est un coefficient a déterminer. Or, dans I'expression de B,,, le terme a, apparait avec le coeflicient z a chaque fois

1
que k+ 1 < p < 2k c’est-a-dire deés que g <k<p-1 Ainsic, = Z 7 d’ou

B<k<p—1
2n
1
Bn = E ap X E E
p=2 %gkgp—l

Le terme correspondant a p = 1 étant nul, on retrouve ’expression de I’énoncé.
2n 1
4. Avec les notations de la question précédente, on a B),, = E ap X ¢, avec ¢, = S, — —. Puisque chacun des réels a, est
p

p=2
positif, on peut écrire
2n 1 2n 2n
By =Y apx (sp_]_?) < Sapx S € Sapx M = M(As —ar) < MAs, |
p=2 p=2 p=2

et de méme pour la minoration :
2n 1 2n 1 2n 1 1
B, = ;%X<Sp_]_?> > ;apx(sp—g) > ;apx<ln2—§> = (1112—5) (Agp, —a1) ,

1
et donc le réel m =In2 — 3 convient.

5. La série > ay, (resp. Y by) est une série a termes positifs donc sa convergence équivaut au fait que la suite de ses sommes
partielles est majorée.

e Supposons Y a, convergente. La suite (A,) est alors majorée, et I'inégalité B,, < M Az, prouve que la suite croissante
(B,,) est également majorée, donc convergente (TLM). Ainsi Y b, converge.

e Supposons Y a, divergente. Alors la suite croissante (A,,) tend vers 400 (TLM) et I'inégalité
m(Asn — a1) < B, prouve que la suite (B,,) tend également vers +oco (car m > 0). Ainsi ) b,, diverge.

Les deux séries ont donc méme nature.

Exercice 4

1. Pourn > 1ona

n—1 1 1 [n—1
S, = Z(—l)’“/ 1 —2dt = / [Z(—l)ktk] V1—t2dt
k=0 0 0 Lk=0
1 1 1
1—(=t)" V1= t2 VI—12
= / =ED" g - / 7dt+(—1)"+1/ S dt.
car —t#1 0 1+t 0 1+t 0 1+

Dans la premiére intégrale obtenue, effectuons le changement de variable défini par ¢ = sinx de sorte que dt = cosx dx et

1 /2 /2 .

VI—¢2 / /21 —sin?

vi-# .. _ / Mcmdx:/ 1-sin®z
0 0

o 14t 1+4sinz 1+4sinz

/2
= / (1—sina:)da::z—1.
0 2

V1 —t2
Majorons alors la seconde intégrale. Pour t € [0,1] et n € N*ona 0 < vV1—t2<let 1+t >1donc 0< t"ﬁ <t"het

en intégrant I’encadrement sur [0, 1],

1 1
VI—¢2 1
Og/tnidtg/t"dt:
0 1+t 0 n+1

donc cette quantité tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

s
On en déduit que S, tend vers 5~ 1 lorsque n tend vers +00, ce qui signifie que la série de terme général (—1)"a,, converge,

—+oo
et que Z(—l)"an = g -1
n=0



Autre rédaction : on effectue le changement de variable défini par ¢ = sin x sur l'intégrale définissant a,, :

/2 /2
VneN, an:/ sin"tcos2tdt:/ sin"t(l—sin2t)dt:wn—wn+2,
0 0

/2
ou on a noté w, = / sin™ t dt. On obtient alors par télescopage :
0

7r
Sn = wo — w1 + (1) (Wat1 = wn) = 5 = 1+ (=1)" (Wnt1 — wn).
Enfin, la suite (w,) est décroissante (intégrer une inégalité) et positive, donc convergente. Sans calculer sa limite ¢, on en
déduit que wy 41 — w, — £ — ¢ =0 et donc S, tend vers g —1.

n—-+oo

2. Effectuons une 1PP & partir de ’expression initiale de a,,. Pour tout n > 2 on a

1 1
an = ——/ " (=2t)V/1 — 12 dt
0 —

2
uw' /u
1 2 L
= —C|mZa ) +_/ 221 — 2" (n — 1) dt
2 3 o 2Jo 3
n—1 [t ne9 9 n—1
= 0+ 3 Tl =)V 1 —t2dt = 3 (an—2 — ap) .
0
On isole a,, dans I’égalité précédente :
n—1
Vn>2, n — n—2 |-
n a n+2a 2 (*)
La fracti tionnelle ¢ cherchée est ¢(X) X-1
a fraction rationnelle ¢ cherchée es = .
4 4 X +2

3. Pour n > 1, notons u, = n(n + 1)(n + 2)apnan—1. On a uyy; = (n + 1)(n + 2)(n + 3) ant1a, et d’apres la question
n

précédente a,11 (: an-1 , donc up11 =n(n+1)(n+2)anan—1 = uy.

La suite (u,) est constante : Vn € N* | u,, = u; = 6ajag = K > 0.
not.

4. e Montrons d’abord que a,_1 e ap. La suite (a,) est décroissante et strictement positive, donc
oo

a A — Gy — n+2
1 = Yn < n—1 < n—2 _ +

an an a, () n—1

U

et donc =L — 1 d’apres le théoreme de I’étau.
anp, n—-+oo
7 . 3 2 . 2 K .
e On peut donc écrire K = n(n+ 1)(n + 2) anan—1 3 iy, ce qui montre que a; o et donc (puissance
00 oo n

VK
d’équivalents) a, o

00 n3/2 '

VK
o La série Z Yol est convergente d’aprés le critére de Riemann (3/2 > 1). D’aprés le critére d’équivalence des séries a
n

termes positifs, il en va de méme de Y a,,.

n—1
5. Utilisons l'expression a,, = w,, — wy+2 pour trouver la limite de T,, = E ar . On a
def
k=0

n—1 n—1 n—1 n—1 n+1
T, = E (W — Wig2) = E wy — E W2 = E wy — E Wy
k=0 k=0 k=0 k=0 k=2
iy
= wo+w — (Wp+Wnpp1) = =+ 1—(wn+wpg1).

2



+oo
0
Pour conclure que Z ar = 5 + 1, il ne reste plus qu’a démontrer que la suite (w,,) tend vers 0.

Par exemple, en utilisant ce qui précede,

/2 /2
Vn>2, w, = / sin™ t dt :/ sint sin" !t dt
0 0

/2

/2
= [— cost sin" t} + / (n —1)cos® tsin™ 2t dt
0

VK K
= (n—1)ap—2 ~ v o — —0.
—+oo n6/2 n n—-+oo

0

Remarque : on a obtenu les relations suivantes :

Wn+2

VneN Ap = Wy — W =
) n n n+2 ﬂ,+-1

ou wy, désigne la n® intégrale de W

Exercice 5

1
1. Les fonctions définies sur |0, +o00[ par f(z) = — ou bien f(x) = e~ font l'affaire, de méme que la fonction nulle.
x

2. La fonction f’ étant croissante on a f’(t) < f/(¢t + 1) pour tout réel ¢ donc

n+1 n+2

f’(t+1)dt:/ fu)ydu= f(n+2)— f(n+1)

n+1

fln+1) = f(n) = /:H f'(t)dt </

n

et le tour est joué.

3. Puisque f décroit vers 0 en 400, la suite (f(n))nen+ fait de méme.

® (Sopn)nen+ est décroissante car sopt2 — Son = f(2n+2) — f(2n+1) < 0;

® (Sop41)nen €st croissante car sop43 — Sont1 = —f(2n+3) + f(2n+2) > 0;
® (Sont+1 — Son)nen+ tend vers 0 car sop11 — S2, = —f(2n4+1) ——— 0.
n—-+o0o

On en déduit que ces deux suites sont convergentes et ont méme limite, donc (s, )nen+ est convergente, ce qui prouve que la

série Z(—l)pf(p) converge.

p=1

On peut donc définir z,, reste d’ordre n de cette série.

4. Soit n € N. Pour tout entier m > n on a

m

Yo V) - fo+ )] =

p=n+1 D

Yo+ Y O e+
=n-+1 p=n+1
m m+1
= > =D+ Y (FD)Pfp)
=n-+1 p=n+2

m m—+1

YR+ Y (DPF) — (=D (1)

p=n+1 p=n+1
et lorsque m tend vers 400, le dernier terme écrit possede une limite finie.

On en déduit que la série Z (=1)P[f(p) — f(p+1)] est convergente et la valeur de sa somme :

p=>n+1
+oo

S (DPfp) — flp+1)] =22, — (1) f(n+1).

p=n+1

5. e Posons, pour tout p € N*, u, = f(p) — f(p+ 1) . Alors la suite (u,) tend vers 0 (somme) et est décroissante :

Up+1 —up=f(p+1)—f(p+2)—(f(p)—f(p+1))=2f(p+1)—f(p+2)—f(p)§0-



e On en déduit que (yan)nen- est croissante, et que (Yo2n+1)nen+ est décroissante. Par exemple,

Yon+2 — Yon = —U2nt3 + Uapye = 0,
et de méme pour 'autre.
On a donc Vn € N*| yo, < 0 < y2p41, donc
0 < Yont1 < Y2nt1 — Yont2 = Uznt2 €0 — Uopy1 = Yo — Y2n+1 S Y2n <0,

donc dans tous les cas (que n soit pair ou impair), on a

ynl < lunsa| = [f(n+1) = f(n+2)| = f(n+1) = f(n+2),

car la fonction f est décroissante.

e On en déduit que la série >_ y;, est absolument convergente (donc convergente). En effet, majorons les sommes partielles
de la série Y |yn| :

N N
Sn = Y gl < Y [fn+1) = fn+2)] = f(1) = F(N+2) < f(1).
n=0 n=0

Ainsi, la suite (Sy)nen est croissante (STP) et majorée, donc convergente.

6. D’apres la question 4,
2y = (=1)" T f(n+1) 4+ yn,

or les séries 3 (=1)" T f(n+1) et 3y, sont convergentes, donc 3 2, est convergente.

7. On peut supposer que f > 0 partout sur ]0, +oo[ (sinon f stationne a zéro et le résultat est évident).

2xy, n
On a alors, d’apres le résultat de la question 4, —~ H:E —1= — +31J donc
(=D fln+1) (=D fln+1)
22y, |yn| fn+1)— fn+2) fn+2)
n+1 -1 = < = 1- 0
(D" f(n+1) fln+1) fin+1) fn+1) notoo
2z,

d’aprés 'hypothese faite. On a prouvé que

P 1, ou encore
(U 1) o

b U

+o0 2




