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CORRIGE DE LA SEANCE DE REVISION N° 5

Exercice 1

1. On a AM = AM donc (A — AI3)M = 0,. Si on suppose, par 'absurde, que A — Al est inversible, alors en multipliant
a gauche I'égalité précédente par (A — AIz)~! on obtient M = 0,, contrairement & I’hypotheése. Ainsi A — A\l n’est pas
inversible.

Remarque « M € Ker(A — Al;) » provoque l'exaspération, légitime, du correcteur.

2. Si A € R est une valeur propre de ¢4, il existe une matrice M non nulle telle que ¢4 (M) = AM donc selon la question
précédente, A — Al n’est pas inversible, ce qui signifie que A est valeur propre de A.

3. Ecrivons en colonne M = 0,...,0,X,0,...,0). On a

oa(M)=AM = A x(0,...,0,X,0,...,00)=(A4%x0,...,Ax0,Ax X,Ax0,...,Ax0)
=(0,...,0,uX,0,...,0) = uM

et comme M n’est pas la matrice nulle (car X n’est pas le vecteur nul), c’est que M est un vecteur propre de ¢4 pour la
méme valeur propre .

4. D’apres la question 2 on a or(¢4) C or(A) et d’aprés la question 3 on a or(A) C or(¢p4) donc

|or(64) = or(4) .

5. Soit (X1,...,X,) une base de R™ formée de vecteurs propres de A. Notons, pour tout couple (i,j) appartenant a
{1,...,n}2, M;; la matrice dont toutes les colonnes sont nulles, a I’exception de la j-itme colonne qui est égale 4 X;. D’apres
le calcul de la question 3, M;; est un vecteur propre de ¢4. Il suffit, pour conclure que ¢4 est diagonalisable, de montrer
que la famille (M;;)1<i,j<n €st une base de M,,(R), ou encore de montrer que cette famille est libre (car elle est de cardinal

n? = dim M,,(R)).

n n
Soit (j)igi,j<n une famille de n? réels tels que Z Z ai;M;; = 0p,. On a en colonnes :
i=1 j=1
n n
(Z ainXi, oo Zasz) = On,
i=1 i=1
donc, chaque colonne de cette matrice étant nulle, et la famille (X;,...,X,,) libre, on a

V(i,j) € {1,...,n}*, a;; =0 comme voulu.

Exercice 2

1.(a) et 1.(b) Pour tout entier n, on a

3 -1 1 U, 3y — Vp + Wy, Un+1
AX, = 1 2 0 Up, = Uy + 20, = Vn+1 =Xp41 -
0 1 1 Wn, Uy + Wy Wn+1

Par une récurrence évidente il vient Vn € N, X,, = A" X, (avec la convention A0 = Is).

2.(a) et 2.(b) e On forme le polynoéme caractéristique de A :

3-X -1 1
xa(X) = det(A—XI3) = 1 2-X 0
0 1 1-X

= (B-X)2-X)1-X)+14+(1-X) = 2-X)[B-X)1-X)+1]

Sarrus

= —(Xx-20°



Ainsi, 2 est 'unique valeur propre de A et elle est triple.

1 -1 1
e [’espace propre Fs associé a la valeur propre 2 est le noyau de la matrice A—215 = 1 0 0 qui est
0o 1 -1

de rang 2 (au plus 2 car elle n’est pas inversible, et au moins 2 car les deux premiéres colonnes ne sont pas proportionnelles).

On en déduit que Es est de dimension 3 — 2 = 1, c’est donc une droite vectorielle. On remarque aussi que les colonnes Cs et
0

C3 de A — 213 sont opposées, d’ou V; = 1 € Fs et ainsi £y = R V7.
no 1

La dimension de I’espace propre Fs differe de la multiplicité de la valeur propre 2, donc A n’est pas diagonalisable.

3. (a) On a par construction AV; = 2V;. Cherchons deux vecteurs Vs et V3 de M3 1(R) tels que
AVo =2Va+ Vi 3 AV3=2V3+V, et (V4,Va, V3) est libre,

en respectant de plus la condition de I’énoncé portant sur la derniére composante de chaque vecteur.

T r—y+z=0 1
Ecrivons Vi = y |.Alors AV, =2V + V) équivaut a { o =1 et le vecteur V5 = 0 convient. De méme
z y—z=1 ne -1
T r—y+z=1 0
en notant V3 = | y on obtient ¢ =10 et on pose V3 = 1
z y—z=-1 2
0 1 0
La famille (V1, V3, V3) est une base de M3 1(R) car la matrice P=| 1 0 1 | a pour déterminant —1 % 0.
1 -1 2

Les vecteurs e} = (0,1,1) , e, = (1,0, —1) et e5 = (0, 1,2) forment une base de R? dans laquelle la matrice de f est T.

On retient pour la suite la trigonalisation A = PT P!,

3.(b) OnaT =23+ JouJ = . La matrice J est nilpotente car J? =

o O o

1
0
0

o = O
o O O
o O O

1
0 | et J? =03 et donc
0

aussi J¥ = 03 dés que k > 3. De plus les matrices I3 et J commutent (I3 x J = J x I3) donc on est en droit d’appliquer la
formule du binéme pour calculer T :

n n B
VneN, T = (2+J)" = > <k>J’“ X (2I3)"*
k=0
-1
= (2]3)” +ndJ x (213)11—1 + n(nT) J? x (213)71—2 +034+---+03
2 n nn-1)/4
= 21 o0 2 n
0 0 2
4.(a) On aobtenu A =PTP !doncVneN, A" =PT"P~L.
4. (b) Pour calculer P~! on résout le systéme
T a y=a y=a y=a
Pl y|]=|Db ]| z+2=0b < (r+z=0b < ( z=a—-b+c
z c r—y+2z=c r+2z=a+c r=-a+2b—c
-1 2 -1
d’on, par identification, P~ = 1 0 0
1 -1 1



4.(c) VneN, X,, = A"Xy = PT"P~1 Xy, c’est-a-dire

Up 0 1 0 2 n nn-1)/4 -1 2 -1 1
VneN, Un = 1 0 1 |x2»tl 0 2 n X 1 0 0 0
w, 1 -1 2 0 0 2 1 -1 1 0
0 1 0 2 n nn-1)/4 -1
= 1 0 1 |x2»tl 0 2 n X 1
1 -1 2 0 0 2 1
0 1 0 —2 4 4 2ol
= 1 0 1 |xont 24 n
1 -1 2 2
24n
_ gn1 n+ n(n471)
n(n—1)

Finalement,
VneN, wu,=2"+n2""1 ; v,=n2""1t4nn-12""3 ; w,=n(n-1)2""3.

Exercice 3

1.(a) Siwu est injectif alors c’est un automorphisme de E (car E est de dimension finie) et en composant la relation u3 +u = O
—1 2
par u

on obtient u? + idg = O donc u? = —idg.
Autre formulation : uo (u? +idg) = O donc Im(u? + idg) C Ker(u) = {0g} donc u? +idg = O.
On a alors (det(u))2 = det(u?) = det(—idg) = (—1)® = —1 ce qui est impossible car det(u) € R. Ainsi, on a démontré par
I’absurde que u n’est pas injectif.

1.(b) e On a Ker(u) # {0g} car u n’est pas injectif donc dim(Ker(u)) > 1.
e Ker(u) est un sous-espace vectoriel de E et Ker(u) # F car u n’est pas nul, donc dim(Ker(u)) < dim(E) = 3.
Finalement on a bien dim(Ker(u)) € {1,2}.

2. Notons F' = Ker(u? + idg). « Montrons que Ker(u) N F = {0g}.

Si z € Ker(u) N F alors d’une part u(xr) = Og car € Ker(u) et d’autre part u?(z) = —x car € F. Ainsi —z = v?*(x) =
u(u(z)) =u(0g) = 0 donc = 0 comme voulu.

e Montrons que F = Ker(u) + F.

Soit @ € E, on peut écrire x =y + z avec y = x + u?(z) et 2 = —u?(x). Alors on a u(y) = u(x) + u3(z) = (u +u®)(x) = 0g
car u+ u3 = O, donc y € Ker(u). De plus, (u? +idg)(z) = —(u? +idg)(v*(z)) = —(u3 + u)(u(z)) = Og et donc z € F.

Ceci prouve que E = Ker(u) + F et finalement E = Ker(u) @ F.

Remarque : on pouvait aussi démontrer Pexistence et I'unicité de la décomposition de x suivant la somme F + Ker(u).

F et Ker(u) sont supplémentaires dans F, donc dim(F') + dim Ker(u) = dim E = 3 et donc dim(F') € {1,2}.

3.(a) Soit x € F, montrons qu’on a u(z) € F. Pour cela on calcule : (u? + idg)(u(z)) = (u + u)(x) = 0 car u® +u = O.
On a bien u(z) € Ker(u? +idg) = F.

Remarque : comme on n’a pas utilisé ’hypothése x € F dans la preuve précédente, on a en fait démontré que Im(u) C F.

o _(F — F 9 | _ 20N 2N 9N
3.(b) v est défini par v = ( r — u(z) ) Pour z € F on a (u® +idg)(z) = 0g donc u?(z) = —z donc v*(x) = u?(z) =
—x ce qui montre que v? = —idp.

3.(c) On a det(v?) = det(—idp) = (—1)3™) mais d’autre part det(v?) = (det(v))? = 0 et donc dim(F) est pair. Puisque
dim(F') € {1,2} c’est que dim(F) = 2.

3.(d) On raisonne par l’absurde en supposant que v posséde une valeur propre (réelle) notée A. Alors il existe un vecteur
non nul z € F tel que v(z) = Az. On a v?(z) = v(v(z)) = v(Az) = M(z) = \2z. Mais v? = —idp donc aussi v*(z) = —z.
Finalement A2z = —x donc (1 4+ A?)x = 0 ce qui est une contradiction puisque = # Og et 1 + A2 > 0.



4.(a) Soient « et § deux réels tels que aes + fes = 0g. Montrons que aw = 8 = 0.

@ @
Si 8 # 0 on peut écrire v(ez) = u(ez) = e3 = —— eg et comme ey # Op c’est que le réel —B est une valeur propre de v, or
c’est impossible car v ne possede pas de valeur propre. Ainsi 5 = 0 et donc il reste aes = O et comme ey # 0p c’est que
a = 0 comme voulu.
4.(b) » 1™ méthode : (e1) est une base de Ker(u) et (e2, e3) une base de F et on a E = Ker(u) @ F donc (e, €2, e3) est une
base de E car obtenue par concaténation d’une base de Ker(u) et d’une base de F.

> 2% méthode : soient «, (3 et v trois réels tels que ae; + Bea + vez = 0g. Montrons que ces réels sont nuls.

On a ey € F et aussi eg = u(ez) € F car F est stable par u. On a donc ae; = —(fez + yez) € F car I est un sev de E.
Ainsi, ae; € Ker(u) N F = {0g} donc ae; = O mais comme e # Op c’est que o = 0.

Il reste fSes + ves = Op mais comme la famille (eq, e3) est libre, c’est dire que 8 = = 0 et on a bien prouvé que la famille
(e1,e2,€e3) est libre.

Enfin on a u(e1) = O, u(e2) = e3 et u(es) = u?(e2) = —ea car e € F = Ker(u? + idg). Par conséquent, la matrice de u
dans la base (e1, e2,e3) de E est
0 0 O
[u](el,e2,e3) = 8 (:B _01
Exercice 4
-2 2-a -«
1. (a) 1l s’agit de montrer que pour tout o € R, [fo — idRs]bc =A,—I=| -« 0 —a
2 a—2 «

est singuliere.
e lere idée : det(A, — I3) = xa, (1) = 0 puisque les premiéres et troisiémes lignes de A, — I3 sont opposées.
e 2éme idée : On remarque que les colonnes de A, — I3 vérifient C; + Cy — C3 = 0 ce qui prouve que pour tout a € R, le

vecteur |v1 = (1,1, —1) | est vecteur propre de f, pour la valeur propre 1.

1. (b) On a dim(F4(«)) = dim [Ker(fo —idrs)] = 3 — rg(fo — tdrs) = 3 —rg(As — I3).
Or d’une part la matrice A, — Is n’est pas inversible, donc son rang est au plus 2. Elle n’est pas nulle donc son rang est au

-« 0
9 9_qal|™ ala —2).
e Sia¢{0,2}, A, — I5 est de rang 2 donc Eq(«) est de dimension 1, et puisqu’il contient v; # 0 :

moins 1. Enfin un mineur d’ordre 2 extrait de A, — I3 est

Sia¢{0,2}, Fi(a)=TRo;.

-2 2 0
e Sia=0, Ay — I3 est de rang 1 donc F;(0) est de dimension 2. De plus Ay — I5 = 0 0 0
2 =20

On constate que le vecteur [ va = (1,1, —2) | est également vecteur propre de fy pour la valeur propre 1, et qu’il est indépendant

de v1. C’est donc que :
El (O) = ]R’Ul D RUQ .

-2 0 =2
e Si o =2, Ay — I3 est encore de rang 1 : F1(2) est de dimension 2. Ay — I3 = -2 0 -2
2 0 2

On constate alors que le vecteur | v = (1,0, —1) | est aussi vecteur propre de f3 pour la valeur propre 1, et qu’il est indépendant

de v1. C’est donc que :
Ey (2) = Rv; & Ruog.

2. (a) La famille (v1,v2) est, par définition, génératrice de F. De plus elle est clairement libre, ¢’est donc une base de F'.
2. (b) Il s’agit de démontrer : Vo € F, f,(z) € F mais puisque f, est linéaire et que (v1,v2) est une base de 'espace

vectoriel F, il suffit de démontrer que : fo(v1) € F et fo(v2) € F.
Or fo(v1) =v1 € F et folva) = (1+a,1+a,—a—2)=awvy + vy € F. F est bien stable par f,.



2. (¢) On vient de voir que };(’Ul) = fo(v1) = vy et }Z(Ug) = fo(v2) = av1 + v2 d’olt la matrice cherchée :

—~ 1 «
[f‘l}(vl,vz) = ( 0 1 > :

—-a 2—a -«
3. e lereidée : xy, (o — 1) =det[fo — (a — 1)idR3]bc =det(Adq —(a—1I3)=| —a 2—a —a |=0.

2 a—-2 2
Ainsi o — 1 est valeur propre de f, pour tout réel . De plus on constate que les colonnes de A, — (o — 1)I3 vérifient
Cy — C5 =0 et donc le vecteur vz = (1,0, —1) est un vecteur propre de f, associé a la valeur propre o — 1 pour tout réel a.
e 2¢me idée : On fait le raisonnement suivant : Si un tel vecteur vs existe, alors avec aw = 2 on doit avoir vs vecteur propre
de f2 pour la valeur propre a — 1 =1 et donc nécessairement vz € Eq(2).
En relisant la question 1.(b), on teste naturellement vg = (1,0, —1) :

fa(vs) = (a—1,0,1 —a) = (a—1)(1,0,-1) = (a — 1)vs

comme voulu.

4. (a) Pour montrer que (vi,vs,v3) est une base de R? il suffit de montrer que le déterminant dans la base canonique de

1 1 1
cette famille de vecteurs n’est pas nul : dety.(v1, v, v3) =| 1 1 0 |=-1#0.
1 -2 1
1 « 0
La matrice de f, dans cette base est : [fa} (01,02,03) = 0 1 0
0 0 a-—-1

4. (b) Cherchons en fonction de o € R la dimension des espaces propres de f,.
e Si o & {0,2}, alors 1 est valeur propre double de f, et 'espace propre correspondant est E;(«) qui est de dimension 1. Ca
prouve que f, n’est pas diagonalisable.

e Si a = 0, la question précédente prouve que fy est diagonalisable et que (v1, v2,v3) est une base de diagonalisation de fp.

e Si a = 2, toujours d’aprés la question précédente, 1 est valeur propre triple de f2 et espace propre associé E7(2) est de
dimension 2, donc f2 n’est pas diagonalisable.

Conclusion : f, est diagonalisable < o = 0.
La réduction de A, s’écrit dans tous les cas (diagonalisation ou trigonalisation) :

0
0 -1 0 -1
a—1 1 -1 0

b
Q

Il

—
—
o
OO =
o~ D




