Lycée Laetitia Bonaparte Spé PT — 2016/2017

CORRIGE DE LA SEANCE DE REVISION N° 6

Exercice 1

1.(a) La fonction f est de classe C* sur RY et on a

V>0, f(x):% : f’(a;)_ew<i_i> : f”(x)_ew<l_3+3>,

z  x? A
donc f est solution de (E}) si, et seulement si,

1

2 1
V>0, x(——

2 1 1
—+=|+2(-—=]|+krx—- =0 1+k=0 < k=-1.
x x? s x  x? T
1.(b) » 1™ méthode : on refait les calculs avec g, et on constate que g est également solution de E_; .
» 24¢ méthode : on remarque que Vz > 0, g(z) = —f(—z) et que les calculs précédents sont valables sur R*, et pas

seulement sur R, donc
Ve<0, zf'(z)+2f'(x)+kzf(z)=0

= Vo>0, —zf'(—z)+2f(—x)—kaf(—z)=0
= Vz>0, z¢"(z)+2¢(z)+kzg(z) =0,

donc g est également solution de Ej, pour k = —1.

1.(c) Puisque (E}) est une équation différentielle linéaire, homogeéne, d’ordre 2, résolue sur R7, le cours affirme que ’ensemble
des solutions de (E}) sur R est un espace vectoriel de dimension 2.

Or f est g sont deux solutions de (E}) linéairement indépendantes, donc 'ensemble des solutions de (E%) est (pour k = —1),

e—l

Vect(f,g) = {x»—>)\ex—w+u ,(/\,/L)ER2} = {x»—>aCh—x+BShT$,(a,B)eR2}.

X €T

chz shz
En choisissant plutot la seconde expression de la solution générale de (E}), on voit que pour que y =z — o« — + § ——
x x

shz
tende vers 1 lorsque  — 07T, il est nécessaire et suffisant que o = 0 et 8 = 1, et donc la solution cherchée est y = x — —— .
x

2.(a) En posant z(z) = zy(x), on s’assure que z est de classe C* sur R lorsque c’est le cas pour y, et on a alors

2
Vo >0, y(iﬂ)ZT ;oY (x) = e R y'(x) = - ~

GCEPECIPET

donc y est solution de (Fj) si, et seulement si,

Va>0, x(z”(x) —22/(;”) +2Zg)>+2(z/(x) —if)>+lmxix)=o

x €T €T

— Vo>0, 2'(z)+kz(z)=0.

2.(b) e Si k=0, I’équation différentielle vérifiée par z est 2/ = 0, d’out 2(z) = a + bz avec (a,b) € R? arbitraire, donc

I(a,b) € R, V2 >0, y(a:):g—l—b.

e Si k=a? >0, la fonction z vérifie 2 + a?z = 0 donc 2(z) = acos(az) + bsin(ax) avec (a,b) € R? arbitraire, donc

bsi
J(a,b) e RZ Yz >0, y(z)= acos(ax) + bsin(ax) |

T



e Enfin, si k = —a? < 0, 0on a 2" — a?z = 0 donc 2(z) = ach(az) + bsh(ax) avec (a,b) € R? arbitraire, donc

ach(azx) + bsh(ax)

J(a,b) eR* Vo >0, y(z)= >

1
2.(c) Sik =0, la solution constante égale & 1 convient, et sinon, en choisissant a = 0 et b = —, on obtient respectivement
@

les fonctions

sin(ax) sh(ax)

et rr— —
azx azx

qui ont bien pour limite 1 en 07 | d’aprés les équivalents (usuels) en 0 des fonctions sin et sh .

2.(d) Sik =0, la fonction est déja développée en série entiére, et sinon, on a pour tout z € R*,

)2t oo 2n oo 2n
sin(a a sh(ax) a
o 4 2n + @2n+1)! n:O( ) 2n+1)! ’ e € Theme, ar nzzo 2n+1)! *

Exercice 2

1. Notons I l'un des trois intervalles Iy, Iy ou I3 . Sur I la fonction 2 — x(2 — x) ne s’annule pas donc (E) se met sous la
forme résolue

z—1 1
E =
(E) |y x(2—x)y+x(2—x)
. y . R , z—1
e Pour résoudre 1’équation homogene (H) y' = ﬁ y on calcule
(2 —x
-1 1 ’
/h dx = -3 In|z(2 — z)| +cst (type L)
. . . . . z—1 a b .
ce qu’on pouvait obtenir aussi par DES de la fraction rationnelle sous la forme T) =—+ Sy et on trouve sans peine
x(2—=x x —x
1 ‘b 1
a=—=-etb=—.
2 2

Ainsi, pour chaque intervalle I, (k € {1,2,3}) il existe une constante réelle ¢, telle que

1 Ck
Ve I, ) =cpexp| —=In|z(2 —x = —.
oy = e (~g bl - o)) =|
. fo 1
Notons alors yo la fonction définie sur R\{0, 2} par yo(z) = —— .
(2 — )]
e Sur I} =] — 00,0[ on a yo(x) = ———= et on cherche une solution particuliére de (E) sur I; sous la forme

z(z — 2)
y(x) = C(z)yo(x) ont C est une fonction de classe C' sur I;. Alors y est solution de (E) sur I; si et seulement si

T —
C'yo + Cyj) — m Cyp = ou encore, puisque yg est solution de I’équation homogene, si et seulement si

x(2—x)

Clyo = 1 s o' r(x—2) -1 -1

2(2 - x) T 22-2)  Ji@-2) JO-22-1

Ainsi,
—dz du,
= | — = ——= = argch(u) +cst = argch(l —x) +cst.
/\/(1 —xz)? -1 [p=tr] Vu2 —1 (u>1) zeh(u) eh( )
On peut choisir C(x) = argch(1 — z) de sorte qu’une solution particuliére de (E) sur I est

argch(l — z)

yl@) = x(x—2)



et donc la solution générale de (E) sur I est

h(1 —
Veel, |y = e+ argch(l — 2) (c1 €R).
x(xr —2)
2 - 1 1
e Sur I =]0,2[ on a yo(z) = ——————= et les calculs valent jusqu’'a C’ = 22— 7)

) 2-17)  Ja@-2) JI-(@-12
Ainsi,
arcsin(u) 4+ c¢st = arcsin(xz — 1) + est .

dx du
C(x) = /\/ﬁ [Zi;ﬂ /m (71<:u<1)

On en déduit de méme la solution générale de (F) sur I qui est

co + arcsin(xz — 1)

Veely,, |ylx) = (c2 €R).
z(2 — )
[2(z — 2 _ —
e Sur Is = ]2,400[ on a yo(x) = _r et on obtient ¢’ = 2z = 2) = ! = !

z(x —2) r(2 — ) Ve —=2) Jz-12-1
Ainsi,
= —argch(u) + est = —argch(z — 1) 4 est.

—dx —du
Cle) = / V=12 =1 [v=o1] / VuZ =1 (u>1)

Enfin, la solution générale de (F) sur I3 est

cg — argch(z — 1)
z(x —2)

veels, |yl = (cs €R).

argch (u) + est siu>1

d
/ Qiu = = In(u + vVu? — 1) + cst dans les deux cas.
vus —1 —argch (—u) +cst siu< —1

On a utilisé la primitive

¢o + arcsin(x — 1)
x(2—x)

posseéde une limite finie en 07, il est nécessaire, puisque son dénominateur tend vers 0, que son numérateur tende lui aussi

2.(a) Soit y une solution de (E) sur Iy. Elle s’écrit donc y(z) =

avec cg € R. Pour que cette solution

.. . ™ . . ™ e . , .
vers 0, or celui-ci tend vers ¢o + arcsin(—1) = ¢y — ) et donc on doit avoir ¢y = 5 Ainsi, si g existe c’est nécessairement

5 — % +arcsin(z — 1) _ 7 —arcsin(1 — ) _ arccos(l — x)
P2(x) =) 22 - 2) (2 — 1)

Montrons que cette fonction convient, c’est-a-dire qu’elle posséde bien une limite finie en 0% et pour cela suivons l'indication
de I’énoncé en posant ¢ = arccos(l —z) € |0,7[. On at — 0t et
x—0

arccos(l — x) t t t
VI—(1—z)2 1I—cos?t |sint| sint ot
On a bien () — 1.
z—0t
/ / L 1 - .
2.(b) En notant t = #(x) = arccos(l —z) on a t' = t'(z) = = —— et donc, en dérivant la relation
not 1— (1 _ x)2 sint

t(z)

pa(z) = par rapport a x on obtient

 sint(x)
() = t'sint — tt' cost _ 1—t<st _ sint—tcost  t— % —t(1 - %) +o(t3) _ % +o(t3)
2 sin? ¢ sin? ¢ sin3 ¢ 0 sin3 ¢ sin® ¢
1
t d ! —_— =
et done h(x) 7 3



c1 + argeh(l — x)
z(x —2)

que le numérateur tende vers 0, or celui-ci tend vers ¢; + argch(1) = ¢; et donc on doit avoir ¢; = 0.

3. Cherchons une solution y(z) = de (F) sur I; ayant une limite finie en 0~. Pour cela il est nécessaire

h(1 —
Notons @1 (x) = %;)) pour tout x < 0 et montrons qu’elle possede bien une limite finie a droite en 0.
x(z —
Posons cette fois ¢ = t(z) = argch(1l — x) > 0 de sorte que t —— 0, et que
r—0—
argch(l —z t t
orfe) = B _ - L
Vi —-1)2-1 Veh2t —1  sht t—o0
. < o . _ -1 -1
Montrons ensuite que ¢} possede également une limite finie en 07. On a t' = t/(x) = W =9 et donc
— )2 —
o (a) Psht—tt'cht  —sht+tcht  —t— E 4 t(14 L) +o(t?) _ Loy o(t3)
! sh?t sh’t 0 sh’t sh’t
oy 1
et ainsi ¢} (z) —— =.
z—0— 3

4. Soit ¢ une solution de (E) sur | —o00,2[. Alors ¢, (resp. ¢|,,) est solution de (E) sur I; (resp. I2) et ¢ est continue
en 0, donc elle possede une limite finie & gauche (resp. a droite) en 0, et donc on doit avoir ¢ , = %1 et ), = g2 ainsi que

©(0) = 1 par continuité. Ainsi ¢ est déterminée de maniére unique sur | — oo, 2[ par
1—
olx) = arccos(l — z) si0<z <2,
z(2 — )
p(0) =1,
h(1 —
olx) = argeh(l — z) siz<0.
x(x — 2)

Il reste & montrer que cette fonction est bien solution de (E) sur | —00,2[. Or on a ¢(07) = ¢(0) = p(07) = 1 donc ¢

est continue en 0 et ¢'(07) = 3= ©'(07) et donc, d’apres le théoréme « limite-dérivée » ¢ est de classe C* sur | — oo, 2|

1
avec ¢'(0) = 3 De plus ¢ vérifie 'équation différentielle (F) sur I; et sur I, ainsi qu’en 0 & 1’évidence. C’est donc 'unique
solution de (F) sur | — 00,2].

Remarque : on démontre de maniére analogue que (E) posséde une unique solution ¢ sur R}, obtenue par recollement avec

7T 7 . 7 . 4
les constantes ¢y = -3 et ¢3 = 0. On a le schéma des courbes intégrales (repére non orthonormé) :

="\
=

— o 4

U)




Exercice 3

1. Considérons les deux matrices

6 -1 -5 4 -1 -5
B:A—ngz -2 1 1 et O:A—413: -2 -1 1 .
4 -1 -3 4 -1 -5

Les colonnes By, By, B3 de B vérifient B; + By + B3 = 0 et les colonnes Cy, Cs, C3 de C vérifient C; — Cy + C5 = 0 donc les
matrices B et C ne sont pas inversibles, ce qui montre que 2 et 4 sont des valeurs propres de A.

Les matrices B et C sont de rang au plus 2 car elles ne sont pas inversibles, et au moins 2 car leurs deux premieres colonnes
sont indépendantes. Elles sont donc de rang 2, donc les espaces propres Ker(A — 213) et Ker(A — 413) sont de dimension 1.

Puisqu’on a déja trouvé un vecteur propre pour chacun de ses espaces propres, on a

1 1
Ker(A — 2I5) =R < 1) et Ker(A—4I3) =R ( 1) .
1 1

2. On cherche une base B’ = (V1, V5, V3) de R? telle que AV; = 4V ; AV, = 4V, + 3V et AVz = 2V3.

Nécessairement, V7 et V3 sont des vecteurs propres de A pour les valeurs propres respectives 4 et 2, on choisit donc

1 1
Vl = —1 et ‘/3 = 1 .
1 1

X
On cherche alors V5 sous forme indéterminée Vo = ( y ) et la relation imposée s’écrit
z

dr—y—52=23
dr —y =345z
AV =4V + 3V <= CVa =3V «— 2r—y+z=-3 <

dy —y—52=3 2rty=3+2
1
et le vecteur Vo = [ 1 | répond a ce systéme.
0
1 1 1
La famille B’ = (Vi, Va2, V3) est bien une base de R? puisque la matrice P=| —1 1 1 | a pour déterminant 2 # 0.
1 01
La matrice de u dans la base B’ est bien
AVy AV, AVs

i/ 4 3 0
ul, = Pegx|u xPBB,:P*AP:v; 0 4 0 | =T1T.
B > B 5
Vs \ 0 0 2

3. Ona A= PTP~! donc pour tout n € N, A" = PT"P~! et les puissances de T se calculent facilement, par exemple en
devinant la formule et en la démontrant par récurrence,

4" 3n4”~t 0 4" 3n4”~t 0
VneN, Tr=| o0 4n 0 donc A"=Px | 0 4n 0 | xPL.
0 0 2m 0 0 2m

4. Le systéme s’écrit sous forme matricielle

X' =AX < X'=PTP'X < P X' =TP-1X < Y' =1TY,

u
oll on a posé Y/ = P71 X. Le nouveau systéme est triangulaire et si on pose Y = ( v ), il s’écrit,

w
w =4u+ 3v ' = 4u + 3be*t
v =4u <« 3(b,c) €eR?, { v =bet
w' = 2w w = ce?t

Il reste & résoudre I'équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants u' = 4u + 3be*’ . La solution générale
de I'équation homogene s’écrit u = ae** avec a € R, et une solution particuliére est donnée par u = bte* | donc la solution
générale de cette équation est u = (a + bt)e* .



(a + bt)et 111 (a + bt)ett z(t) = (a+ b+ bt)e + ce?
Y(t) = bett ; X(t)=PY () = < -1 11 ) bett et ¢ y(t) = (b—a—bt)e +ce? (a,b,c) € R®.
ce®t Lot ce? 2(t) = (a + bt)e* + ce?t

Exercice 4

1. II faut, pour démarrer la résolution, déterminer une solution de I’équation homogene (F) qui ne s’annule pas sur R} .

Or on remarque que la famille des coefficients (c’est-a-dire les trois fonctions  — x; 2 — 1 — x et © — —1) est liée, on
cherche donc une solution du type y = ¢™* avec m € R, et manifestement y = e® est solution de (E) sur R tout entier.

On applique ensuite la méthode de Lagrange : on cherche la solution générale de (F) sous la forme y(z) = z(z) e, ol z est
de classe C? sur R*, et alors

VeeRL, y=z" ; ¢y =(z+2)" ; ' =(z+22'+2")e,

donc y est solution de (F) sur R si, et seulement si,

1
VeeRY, z(z+4242")+(1-2)z+7)—2=0 <= 22"+ (1+2)' =0 < z”:—(l—i——)z' .

On a obtenu une équation différentielle linéaire d’ordre 1 en z’, et résolue sur R}, qui s’intégre en

—X

VreR:, 2'(z) = ae”@no) — ¢ c (a €R).

—X

e

T -t

.. c . € p p p N

On choisit, comme primitive de z — sur RY la fonction z — / - dt proposée par I’énoncé, d’ou
1

Ve eRI, z(z) = a/ ert—l—ﬂ et y(:z:):ozex/ ert—l—ﬂez (o, B) € R?.
1 1

2. On reprend l’étude précédente : rien ne change jusqu’a z’'(z) = ye~(@tn(=2)) — _, e—, et on peut aussi bien noter
e’ !
Z(x) =7 — puisque v est un réel arbitraire.
x €7t
Ensuite, on choisit comme primitive sur R* la fonction x — / - dt, ce qui donne
-1

T t

VzeRX, y(a:):’yex/ %dt—l-(;ez (v,6) € R%.

-1

3. On étudie le raccordement des solutions en 0.

Soit y une solution de (E) sur R. Alors la restriction de y & R} (resp. a R*) est solution de (E) sur R} (resp. a R*), donc

—t

(e, B,7,6) € RY, V:v>0,y(w)=0<6””/ ertJrBe”” et V:v<0,y(£v)=vew/
1

x -t

dt + de*.

ot
1
De plus y est continue en 0, donc elle posséde une limite finie & droite en 0, ce qui impose a = 0 car 'intégrale impropre
1 —t —t
e
— dt est divergente. En effet, on a ’équivalent R et s’agissant de fonctions positives, I'intégrale a la méme nature
0 O

1
dt
que / " qui diverge (critere de Riemann ou directement).
0

Pour la méme raison, c’est-a-dire la divergence de l'intégrale / ' ; dt, lexistence d’une limite finie de y a gauche en 0
impose v =0. -
Les limites & gauche et a droite de y en 0 doivent étre égales, donc 8 = 4, et finalement, on a
VeeR, y(z)=pe".
Réciproquement, cette fonction est solution de (E) sur R, comme on ’a remarqué a la premiére question.

L’ensemble des solutions de (E) sur R est donc {z — fe*, 8 € R}.




