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Devoir Maison n°6

Correction

Partie 1

Soit f une fonction définie sur R _continue et bornée . Pour tout réel s > 0, on pose :

+o00
Fls) = /0 e~ (1) dt.

+oo 1 T 1
1. a. / e Stdt = lim {—e_sﬂ = .
0 z—+oo | 8 s

0
4
b. f est bornée : soit M > 0 tel que V¢, |f(t)| < M. Alors t — pT) est continue sur [0, +o00[ et bornée par
e
+oo +oo
le ' f(t)| < Me™*" or / e *' dt converge, donc l'intégrale / e *'f(t) dt est absolument convergente
0 0

donc convergente.

b b
2. F(s) = / ue St dt = [fge*“] = E(e*‘” —e7b9).
a S a S

3.a. On écrit directement :

N N—-1 ,n+1 N-1 n+1
/ e SLf(t) dt = / e f(t)dt = / (=1)"une "t dt
0 n=0"v" n=0"v"
N—-1 N—-1
_ (_]‘)nu" —ns —(n+1)sy _ 1—e7® n —ns
— 57(6 —e ) = . Z (=)™ u,e ™.
n=0 n=0

b. Comme |(—1)"upe ™| <e ™ = (e )" =¢" ou 0 < ¢ < 1, et comme (Z q") est alors convergente, on en
déduit que (Z(—l)”une*m) est absolument convergente, donc convergente.

c. On avu que F(s) existe (puisque f est bornée par 1 dans cette question), et donc :

N _g too +00
1—e™*
_ : —st _ n —ns __
F(s)= NE)I_I’_IOO ; e T f(t)dt = . Eﬁ (=) "upe " = Eﬁ Un(s),
n=0 n=0
N 4 l—e n —ns
ou on a posé Uy (s) = (—=1)"upe™".
s
Partie 2

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

-1-5 1445
-—=>

1. Les racines sont 1 = — et xo avec r1 < T2.

x
2. z— P R——1 est de classe C* sur R et ne s’annule pas sur R\ {1, 22}, donc les théorémes usuels montrent
2 —x
que la fonction f est C*° sur R\ {z1, z2}.

3. Pour u et v de classe C", on a :

(n) _ ~ (n (n—k) (k) _ ("), (n) =0 o (™) ™
(uv) ’;)<k>u v <O>u v+<1)u v+ +<n uv'™.

4. On applique la formule de Leibniz a I'ordre n au produit (z* 4+ x — 1)f(z) et comme les dérivées d’ordre 3 ou
plus du polynoéme sont toutes nulles, on obtient directement la formule de I’énoncé.
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5. a. apg = f(O) =—1let a; = f/(()) =—1.
b. La relation obtenue au II.4, appliquée en z = 0, fournit, pour p > 2 :
—pla, +p.(p — Dlap—1 +p(p — 1).(p — 2)lap,—2 = 0,

ce qui se simplifie par p! et donne :
ap = Ap—1 + Ap—2.

c. On reconnait une suite de Fibonacci.

’s . L 2 . 1 1
L’équation caractéristique est x“ = x + 1, dont les racines sont — et —.
Z1 Z2
On sait qu’il existe alors deux constantes a et b telles que, pour tout entier naturel p, on ait :
a n b
a, = —.
P
i . -V 1++/5
Les conditions ag = a; = —1 conduisent alors & a = 7\[ et b= V5 donc

25 26

1-v6 _, 14+V5 57

VpeN, wu,= W x; Wi

6. La formule de Taylor-Young annonce que si f est de classe C™ sur un intervalle ouvert I contenant un réel a,

alors, au voisinage de a, on dispose de :

n

fla+h)— Z + o(h").

k=1

On Papplique ici en a = 0 et on trouve le développement limité demandé :

fa) = f(0)+ > arz® + o(z™)
k=1

1 1 1 1
7.a. On trouve facilement = — , ce qui revient a dire que a = —b = —
24+rx—1 z1—29\T—21 T—9
d"” 1 1)"n!
b. Ona — = (=1) , ce qu’établit facilement une récurrence sur n.
de™ \z — xq (x — )"t

c. On en déduit que :

el ey

P p! \/5 (—ajl)P+1 (_1;2);0+1 .’ﬂl\/g 1 xQ\/g 2 >
L _1-v6 1 14456

x1v5  2v5 ¢ 22v5 25

ce qui est la méme réponse qu’en I1.5.c puisque

Partie 3

1.a. La série entiére E nz™ est de rayon de convergence égal & 1, de méme que la série entiére E x".

On peut donc dériver/intégrer terme a terme sur 'intervalle | — 1, 1], et ainsi, posant

+oo
TR
n=0

on obtient :
/
T (z) = e E na"

ce qui nous donne finalement :

ann — ﬁ7 pour tout = €] — 1,1[.
— X

L
7

n
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1
b. Siy>1,onaxz=-¢€]0,1], donc :
Y

400 “+oo 1
St it
n=1 yn n=1 (1 o 1:)2 (1 o 5)2 y= 2+ %

2. On introduit la suite (w,)nen définie par :
wo = 0,w; = 1, et, pour tout entier naturel n > 2, w, = wy_1 + Wp_2.

a. La encore, on a une suite de Fibonacci, mais cette fois les conditions initiales ont changé.
On sait qu’il existe deux constantes a’ et b’ telles que :

a v
VvneN, w,=—4+—.
Al ab
1
Comme wy = 0 et wy = 1, on trouve a’ = —b' = 5 ce qui donne :
PR
T T
Vb Vb
1 Wy 1
Onaz < —1<0<zy<1donc |w,| ~ —— et, pour z # 0, | ————| ~ — |z].
n n
V58 W T

Ainsi le rayon de convergence de la série entiére Z wypz" est, d’aprés la régle de d’Alembert, égal & R = x5.

b. On travaille ici avec z € | — x2, z2].

+oo
Si on note S(x) = Z wpx", alors on a :
n=0

+o0 foo
xS(x) = Z wy_12" et 22S(x) = Z Wp—_ox™,
n=1 n=2

ce qui nous donne :

+oo
(1—z—2%)S(x) = Z(wn — Wp_1 — Wp—2)2" + (w1 —wp)r +wo=0+24+0==z.

n=2

1 1
c. Soit maintenant y > —, de sorte que x = — €]0, 23], ce qui permet de lui appliquer le résultat précédent et
T2 Y

d’obtenir :
= w. = x 1
n n
E — = g wpr" = = .
n n 2 11
n=0 Yy n=0 1 z x y 1 Yy
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