DM 4

Devoir Maison n°4

Correction

Exercice 1

Soit la suite (u,) définie par :

n"\/n

Vn € N*, u,, = )
e "nl
. Ona:
Uptr (n+D)"nle”y/n+1 1+1 "1 1+1
U,  nt(n+ 1) entlyn n) el n
1 n+1/2
_ 14— e~ — o(n+1/2)In(1+ ) -1
n
L . 1 1
On en déduit que, pour tout n € N* : v, = n+§ In{1+—)—1.
n
. Ona:

Uni1) 1 111 1
Un 1n<un >—<n+2>x<n 2n2+3n3+0 n3 !

1 + 1 1
— 4ol = | ~—.
12n2 n? 12n2

On en déduit de cet équivalent que, pour n assez grand, v, > 0; donc la série E v, converge, par comparaison

aux séries de Riemann .

. Puisque v,, = Inu,4+1 — Inwu,, la somme partielle d’ordre N de la série Z v, S’écrit :
N

Sy = Z (Inwpy1 —Inwu,) =Inuyir —lnug =lnuny.
k=1

Comme E v, converge, alors, par définition, la suite de ses sommes partielles (Sy)xn converge vers un réel A.

Par conséquent :
limuy =limuyy = ed=10>0.

ne-n V1
7

Ainsi, u,, & ¢ lorsque n tend vers +oco et par suite : n! ~ n"e

Exercice 2

. La fonction f: ¢ — est continue sur |0, 4+00[; elle est positive sur [1,+oo[ et négative sur [0,1].

Int
(1+1)2
Nous sommes donc dans une situation ot l'on peut utiliser les théorémes de comparaison au voisinage de 0 et
de +o0.

e Etude au voisinage de 0

Int ! !
On a (1—1:7t)2N0 Int. Par suite, / f(t) dt converge par comparaison a l'intégrale de référence / Int dt.
0 0
e Etude au voisinage de +o0o
Int Int
On a

m~+mt—2. En utilisant 'étude des intégrales de Bertrand (ce résultat serait & démontrer, car

+oo
hors-programme), on en déduit que / f(t) dt converge par comparaison.
1
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—+oo
e En conclusion, I'intégrale généralisée / f(t) dt converge.
0

. Effectuons une intégration par parties sur le segment [y, z] C]0, +o0].

On choisit : 1 1
() = t)=———
YO = ¢ 0=

v(t) =1Int — V() =

S

avec u, v de classe C' sur ]0, 400.

On obtient :
/ lntht: lnt} Jr/ 1 dQt
y (1+1) 1+t y tt+1)

tint
1+t

Notons F(t) = —In(1+t) +

En faisant tendre y vers 0, on trouve : F(y) — 0.

1
En faisant tendre z vers 400, on obtient une forme indéterminée, or In(1 + z) = In (1 + ) + In(x), donc on
x

obtient :

1 Inx
F(:U)ln(ler)l_’_xéF(x)—)O.

dt = 0.

~—

“+ o0
On déduit en A = / f(t
0

1
. La fonction ¢ : t — u = — est un changement de variable bijectif strictement décroissant de classe C! de
U
I =]0, +oo] sur lui-méme.
. du . .
Si on pose t = —, alors on a dt = ——, puis comme A est convergente, on obtient :
u U

1
-5 du,

(L

T Int o My
S dt = — :

o (141 oo 14 =
u

qui aprés simplification, s’écrit :

+oo +oo
/ Int g — 7/ Inu du,
o (1+1)? o (1+u)?

c’est-a-dire A = —A et donc A = 0.
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