DM 12

Devoir Maison n°12

Correction

Exo 1 (Probabilités)

1.a. Soit R I’événement "le client a subi un retard". X est le nombre de réalisations de I’événement R de

1 1
probabilité constante 1 au cours de 4 appels indépendants. Donc X suit une loi binomiale B <4, 4).

En particulier, on a :

E(X)=1let Var(X)= Z

b. 1l s’agit de la probabilité P(X > 1), que 'on calcule par :

P(le)1P(X0)1<3>4.

4
1 1 3 . ) L. . L - .
2.a. Onnotep= 1 etg=1— 1-1 On reconnait le schéma théorique d’une variable aléatoire de loi binomiale.
On a donc :
Yk n—k
0<k<
P(Z=k]Y =n) = <k)pq HU=E=n
0 sik>n
b. On en déduit alors :
P(Z=kY=n) = PY=n)P(Z=kY =n)
e (T pPgm Tk sik<n
= n! \ k
0 sinon.

c. Il faut réaliser la sommation sur n pour obtenir la loi marginale de Z. On obtient alors :

+o0o 400 n n
P(Z:k):Z%P(Z:k,Y:n) = 0+2€emk!(;n_wpkf]k
() L& (mg"
- <q) H,§<n—k>!
. k 1 +oo m n—k
= e (Z) !(mq)kzk((”q_k)'
m(P) 1 = (mg)"
= (5) st
k
—m 1 mq
- o (5) s
_ (M)
ko

On en déduit alors que Z suit donc une loi de Poisson de paramétre mp =

SENE

1
3. Comme U est le rang de la premiére réalisation de I’événément R de probabilité p = = au cours d’une succession

1
d’appels indépendants, alors Y suit la loi géométrique G (4), c’est-a-dire que, pour k > 1, on a :

Pw=n=1x (3
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On applique alors la formule de I’espérance d’une variable aléatoire géométrique et on obtient :

1
EU)=-=4.
) =3
Exo 2 (Intégrales dépendant d’un paramétre)
. Définissons sur Rx]0, +oo] :
e—at _ e—bt
flz,t) = — cos(xt)

qui est une fonction continue.
Siz € R est fixé, on a:

f(z,t) = (b—a)
lorsque ¢ tend vers 0 (faire un DL par exemple). Ainsi, la fonction ¢ — f(x,t) se prolonge par continuité en 0.
De plus, au voisinage de 400,
Pf(w,t) =0 = f(t, ) =400 o(1/17).
Ainsi, t — f(¢, ) est intégrable sur R, et F'(x) est bien définie.

. La fonction f est de classe C*, et :

%(ﬂfﬂf) = (7" — e7 ") sin(wt).

Pour tout x € R et tout ¢ > 0, on a :
of
Ox
et cette derniére fonction, qui ne dépend plus de z, est intégrable sur |0, +ool.
Ainsi, F est C! et :

(l‘,t)‘ < e—bt _e—at

+o0o
Flz) = /O (e~ — e=a) sin(at)d.

Or, il est facile de voir que, pour tout ¢ > 0 :

+oo +oo ) 2
/ e~ sin(xt)dt = Im (/ e(_c'*'”)tdt) =53
0 0 c“+z

X X
$2+b2 1724’(12-

On en déduit que :
F'(z) =

. 1l suffit d’intégrer la relation précédente.

. La relation demandée est une simple intégration par parties (généralisée), justifiée par la convergence de toutes
les intégrales en jeu.

. Faisons tendre x vers +o0o. On a d’une part :

lim F(z)=C,

r—+00
et d’autre part, de :
1ot~
@< [ Wl
2| Jo

on tire lim F(x)=0. On en déduit que C = 0.

r——+0o0
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Exo 3 (Fonctions a plusieurs variables)

. On pose f(z,y) = g(u,v), donc g = f o ¢, avec :

10, 400[xR —  ]0,4o00[xR

@:‘ (u,v) = (2 =u,y = w)

Remarquons tout d’abord que ¢ est une bijection de ]0, +0co[xR sur lui-méme puisque :
T=u U=z
{ =uv - v=""
Y x

ce qui nous donne :
10, +o0[xR — 10, +oo[xR

(z,9) — (u:x,v:%)

e

On montre ensuite que ¢ est un C' —difféomorphisme sur ]0, +oo[xR puisque :

1 0
vou

‘Jw(m'?y)': =u#0

et donc que le changement de variables proposé est bien admissible.

On a ensuite :
Of _9g0ou Ogdv 99 y Og

dr  Oudxr  Ovor Ou a20v
0f _dgou  ogov_ 10

Oy Oudy Owdy xdv

et

On trouve alors :

or2  Ox

ou z20v

T ou2 z20udv | zrov? | 23 v

o’f 0 (89 yag)_82g 2y 0% y* 0% 2y 0y

et
O*f 0 (1ag\ 1 9%
o2 Oy \zdv) x2002
et, puisque f est de classe C? et en vertu du théoréme de Schwarz :

o*f  9*f 0 (189)_1 0%g 189 vy 0%

oydxr  O0xdy Oz

zdv)  zdvdu  22dv a3 2’

On obtient alors :

>’f >’f > f Pg 2y Pg Y99  2ydyg 199 1399 yd%
20°J O] 207 2 (079 2y Y- og  2yog Loyg 1og yodyg
e +2xy3$3y+y y? o <8u2 z? Qudv  z* Ov? a3 8v) 2y (:r ovou  z?2 v a3 Ov?
2 1 0% _
Y 2 Ov? =0
0%g
22 J =
< ou?
2
& %:O car x > 0.

2

Les solutions de a—‘g = 0 sont les fonctions de classe C? sur ]0, +0o[xR de la forme :
u

9(u,v) = uK(v) + L(v)
ou K et L sont des applications quelconques de classe C? sur R.

2 2 2
On en déduit alors que les solutions de an—f + 22y o/ + yQQ = 0 sont donc les fonctions de classe C? sur
Ox? Oz Oy Oy?

10, +00[xR de la forme :
f(x,y) = 2K (zy) + L(zy)

ou K et L sont des applications quelconques de classe C? sur R.
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2. a.

e La fonction f est de classe C' sur R? (qui est un ouvert de R?) donc, si f admet un extremum local en
un point (zg, o) de R?, alors (g, o) est un point critique de f.
e Points critiques :

of
5 @Y =0 {3x2+6xy150 T =2 T =-2
= ou
of 2 _ 1 1
. " 1 1
donc f admet deux points critiques : a = |{ 2, 1 et b=1|-2, 1)
e La fonction f est également de classe C? sur R? et les dérivées partielles secondes de f sont :

0 f o’ f o f
@(%y)zfix‘i‘@/:r a—yQ(%y):O:t m(fﬂay):&ﬂzs

27
— En a, on trouve r = X s =12 et t =0, ce qui nous donne :

27
0? il
Ha = (8 a'f (a)) — 2 12 .
LiOT 5 1<i,5<2 12 0

27
Les valeurs propres de h, sont les solutions de (X - 2) X — 144 = 0, donc elles sont de signes

contraires puisque leur produit vaut -144.

On en déduit que la fonction f n’admet pas d’extremum local au point a.
— On montre, de la méme maniére, que f n’admet pas non plus d’extremum local au point b.
Conclusion : f n’admet pas d’extremum local sur R?.

La fonction g est de classe C* sur R? (qui est un ouvert de R?) donc, si g admet un extremum local en
un point (29, %0) de R?, alors (g, o) est un point critique de g.
e Points critiques :

dg

5@y =0 —A(x —y) +42° =0 24y =0 T=—y

d = & o

g(x’y)zo Az —y)+4y° =0 —A(z—y)+4° =0 23— 22 =0
y

donc g admet trois points critiques : 0 = (0,0), a = (\/5, \/5) et b= (—\[, —\/5)

La fonction g est également de classe C? sur R? et les dérivées partielles secondes de g sont :

0%g 2 g 2 0%g

(ry)=4=s

— En a, on trouve r = 20, s = 4 et t = 20, ce qui nous donne :

0%g 5 1
Ha — = 4 .

Les valeurs propres de h, sont les solutions de :

(X =5 —1=(X—-5—-1)(X=5+1)= (X —6)(X —4) =0,

donc elles sont strictement positives toutes les deux.
On en déduit que la fonction f admet un minimum local au point a, qui vaut g(a) = 8.

— Pour tout couple, (z,y) € R?, on remarque que g(—z,—y) = g(x,y) et on en conclut que g admet aussi
un minimum local, égal & 8, au point b.

~ ¢(0,0) = 0 et, pour = # 0, g(x,z) = 22* > 0, donc g prend des valeurs strictement supérieures a g(0, 0)
dans tout voisinage de (0,0).

Pour z ¢ ]—\/5, \[2[\{0}, g(x,0) = z* — 222 = 2%(2% — 2) < 0, donc g prend des valeurs strictement

inférieures a ¢(0,0) dans tout voisinage de (0, 0).
Conclusion : g n’admet pas d’extremum local en (0, 0).
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3. On considére la droite D = {(z,0) / = € R} et son complémentaire Q = R*\D.

a.

La fonction f est continue sur Q d’apreés les théorémes généraux.
Pour (z,y0) € D, on a yo = 0, donc :

|f(x?y)7f(x07y0)| <y2 — Oa
(z,y)—=(z0,y0)

donc f est également continue sur D.
e Conclusion : f est continue sur R2.

b. e La fonction f est de classe C* sur ©, d’aprés les théorémes généraux et, pour tout (z,y) € €, on a :

9 9
Fi(x,y) —Yyeos (;) et %(x’y) = 2ysin (f}) — zcos (Z) ,

0
e Etudions 'existence et la valeur éventuelle de a—f(xo, 0), pour xg réel donné :
i

F(wo +£,0) = f(20,0) _ 0—0
t

3}
donc —f(xo, 0) existe et vaut 0.

ox

0
Finalement, la fonction a—f est définie sur R? par :

x
af cos (m) si #0
go@u =1 ""\y) Y

0 si =0
Yy

0
e FEtudions maintenant I'existence et la valeur éventuelle de 8—f(a:0, 0), pour xg réel donné :
Y

t) — t? sin (22
lim f(z0,t) — f(w0,0) = lim Sm( L ) = lim tsin (%) =0,

t—0 t t—0 t t—0

donc %(xo, 0) existe et vaut 0.

dy

0
Finalement, la fonction a—f est définie sur R? par :
Y

8—f(m ) = 2y sin (x) — 1 cos (x) sio y#0
0 si y=0
. .o Of . .
e Etudions la continuité de 7z (20,0), pour zp réel donné :
z
of of
= - = 0) < —
‘6x (m,y) or (:EO’ )‘ |y| (z,y)—(20,0)
. of . . of : 2
donc la fonction e est continue en (zo,0) et finalement, la fonction e est continue sur R”.
x x
e Etudions la continuité de a—z en (x9,0), pour o réel donné :
aof af ‘2ysin (x)—xcos (a:)’ si y#0
= _ 2 0)| =
o ) = G a0.0) o) rely)l e
sioy=
x Sixg=0:
lim 2y sin <x> — x cos <m) ‘ =0,
(z,)—(0,0) Y Y

5,
donc of est continue en (0,0).

dy
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* Sixzg#0:

lim
(z,y)—(z0,0)

2y sin <x> ’ =0,
Y
)
xcos | —
Y

mais :

lim
(z,y)—(20,0)

b

0
n’existe pas, donc of n’est pas continue en (zg,0).

Ay
e Conclusion : le plus grand sous-ensemble de R? sur lequel f est de classe C* est Q U {(0,0)}.
2
c. o Etudions l'existence et la valeur éventuelle de o7 (0,0) :
0zdy
HEO-FO0.0 o-0_,
t t ’
2
donc 6axéfy (0,0) existe et vaut 0.
: : . . o*f
e Etudions maintenant I'existence et la valeur éventuelle de 900 (0,0).
yox
Pour t #£ 0, on a :
d
95(0,t) — 2L(0,0) _ tcos (2) .
t t ’
2
donc 920y (0,0) existe et vaut 1.

e Remarque : on en déduit, d’aprés le théoréme de Schwarz, que f n’est pas de classe C? en (0,0).
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