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Devoir Maison n°1

Correction

Exercice 1

Soient E' un R-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).
l.a. Imf=f(E)={yeF /JxeckE y=f(x)}
b. Soit y € Imf?. Il existe z € E tel que y = f%(x) = f(f(z)), ainsi y = f(a) avec a = f(z), on vient de
prouver que y € Imf, d’ott : Imf? C Imf.
2.a. Le théoréme du rang : si f est linéaire, alors dim F = dim(Imf) + dim(Kerf) = rg(f) + dim(Ker f).

b. Supposons E = Im(f) ® Ker(f).
Comme I'mf? C Imf, il ne nous reste plus qu’a établir Pautre inclusion.
Soit y € Imf. Il existe donc = € E tel que y = f(z) € E.
On peut décomposer = dans Im(f) & Ker(f) :

I(z1,22) € Imf x Kerf /| © = x1 + xa.

On compose par f, on obtient y = f(z) = f(x1 + x2) = f(z1) € Imf>.
Dot Imf C Imf? et donc Imf? = Imf.

Exercice 2

Dans le R—espace vectoriel E = R* muni de sa base canonique B = (e1,e2,€3,€4), on considére la famille de
vecteurs (ug,uq) donneés par :
up = (1,1,0,1) et us =(0,1,0,1).

Posons F = Vect(uy,uz) et G = (z,y,2,t) €ER* Jox —y+t =0,y +2 = 0.

1. Déterminons les dimensions des sous-espaces vectoriels F' et G.

o Il est clair que (up,us) est libre, elle est génératrice de F' par définition, donc c’est une base de F' et par suite
dim F = 2.

e Pour G,on a:

V(z,y,2,t) G & z=—-y t=—-x+y

< (z,y,2,t) =2(1,0,0,—1) + y(0,1,—1,1).

Posons uz = (1,0,0,—1) et ug = (0,1,-1,1).

— La famille (u1,us) est génératrice puisque tout élément de G est de la forme (z,y, z,t) = zus + yuq.
— La famille (us,uq4) est libre, puisque zug + yuy = 0=z =y = 0.

En conclusion, G est un espace vectoriel de dimension 2 dont (us3,u4) est une base.

2.a. Comme dimF +dimG = dimR* =4, onaR* = F& G < FNG = {Ogs}.
Soit u € F NG, 3(A1, Ao, Az, Ag) € R/ Ajug + Agug = Aguz + Aguy.

Il vient :
A1 = A3
A+ = A4
0 = -4
AM+X = —A3+ XN\

On trouve Ay = Ao = A3 = Ay =0 (ie u:OR4).D0ncR4:F®G.
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b. On cherche 2 vecteurs u € F = Vect(uy,us) et v € G = Vect(us, ug) tels que w = u + v.

Soit ()\1, )\2, )\3, )\4) € R4 tel que w = (/\1u1 + /\QUQ) + ()\3U3 + )\4U4).

u v
11 vient :

AL+ A3 =
AL+ A2+ Ny =
—\4
M+ —A3+N =
On trouve Ay =2, =0, A3 = -1,y = —2, d’our :

— N O

u=2u; +0ugz = (2,2,0,2) et v=—uz—2uy =(—1,-2,2,-1).

On remarquer que (e3,£4) € G? et ils sont libres, ils forment donc une base de G puisque dim G = 2.
Au vu de la matrice Mg (f), on conclut que f est la projection sur F' = Vect(er,es) = Vect(eq,e2) paralle-

lement & G = Vect(es, e4).

1 0 1 1
Soit P la matrice de passage de la base B a la base B’, on a P = (1) (1) jl _11
11 0 =2

Comme P~ est la matrice de passage de B’ a la base B, il suffit d’exprimer les vecteurs (e1, es, €3, e4) en

fonction de (e1,¢e2,e3,£4).

er + e + €4 = &1
€9 + eq4 = &9
On a:
eg + e — e3 = €3
eg — ey 4+ ez — 2e4 = &4

En effectuant L3 — L3 — L1 et L4 — L4 — Ll, il vient :

e + €9 + €4 = &1
€2 + e = &9
— ez — €q = &3—¢&1
— 269 4+ e3 — 3e4 = €4—¢€
puis Ly < L4+ 2Ls :
er + e + e = €1
€2 + e = &2
— €3 — €41 = €£3— &1 ’
+ e3 — e = 26e9+46e4—61
L L:
enfin , on applique Ly < Lf pour obtenir :
er + e + e = &
€2 + e = &2
— e3 — e4 = —€1-+¢€3
€4 = 61*62*63/2*84/2
Grace a ce systéme, on trouve :
€1 = &1 —€&2
e = —e1+2e3+e3/2+¢e4/2
e = 62—63/2—|—64/2 ’
€4 = 61*62753/2*64/2
ainsi :
1 -1 0 1
pl_ -1 2 1 -1

0 1/2 -1/2 -1/2
0 1/2 1/2 -1/2

Comme Mgp(f) = P x Mg/ (f) x P~! | on trouve par un calcul matriciel :

1 -1 0 1
Mg(f) =

o O O

1 10
0 0 0
1 10
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b. On obtient f(w) grace au produit matriciel :

o O O
— O

_— o = O
oo o
N O =
N O NN

On remarque que f(w) = 2u; = u (calculé dans la question 2b).
Ce résultat était prévisible car f est la projection sur F' parallélement & G et on a vu dans la question 2b
que 'on pouvait décomposer w = u + v dans R* = F @ G , par conséquent flw)y=wueF.
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