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CC2-S1 - - 2016-2017 -
— CORRECTION - ALGEBRE —

Exercice 1

l.a. e Pour (P,Q) € (E,)? et A € R, on a u, (AP + Q) = \up, (P) + u,(Q) car la dérivation est linéaire, d’out la
linéarité de wu,,.

e PcE, = degré(P) < n= (degré(P") < n—2 et degré(XP') < n) = degré(u,(P)) < n = u,(P) € E,,
donc u,(Ey) C (Ey).

Conclusion : u, est bien un endomorphisme de F,.

b. Pour tout entier k < n, on a u,(X*) = k(k — 1)X* 2 — 2kX*, ce qui nous donne alors :

o 0o 2 0 - 0
0 -2

0

Mg, (un) =
n(n—1)
: . . 0
0 v i .o 0 —om
c. Cette matrice étant triangulaire, on en déduit immeédiatement que Sp(u,) = {0,—2,--- ,—2n} et, puisque

les valeurs propres sont deux a deux distinctes, que u,, est diagonalisable.

2.a. Soitn € N.

i

ii.

Montrons par récurrence que la dérivée d’ordre n de f est de la forme f™ = f x H, ou H, € E, et
H,,1 = H, —2XH, :

o fO) = f(z) = e = flz) x X% et f(2) = —2ze . Or X° € Hy et —2X = 0 — 2X =
(X% —2X x X° donc la propriété est vraie au rang 0.

e Supposons que f*) = f x Hy ou Hy, € Ej. On a alors :

FUt (@) = (@) Ho () + f(a)H) (x) = f(2) [~20H,(2) + H), ()] = f(2) x Hypa(2),
olt Hyyy = —2XH, + H', € E, 1, doit I'hérédité.

Conclusion : on a bien f(”) = f x H, avec H, € E, qui vérifie H,,1 = H, —2XH,.

Par une récurrence immédiate, puisque on a Hy = X° et Hyyy = —2XH;, + H %, on montre que tout
polynéme Hy est de degré k, donc que B), = (Ho, Hy,--- , H,) est une famille de polynomes étagés en
degrés, donc une base de F,,.

b. On considére un entier naturel n non nul. On a, d’aprés la formule de Leibniz :

i ()= g () = (e ()

dk
Comme p (—2x) =0 pour k > 2, on obtient :
x
A ey - (K dF dr* d» [ e e
e () =2 (n> o 20 % o (7)) = 2o () == (),
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ce qui s’écrit également :
f(n+1)(I> — —2.’1?f(n) (33) _ an(n—l)(x))

—X

d’ott Pon déduit, a 'aide de la question 2.a et en simplifiant par f(z) = e ’ qui est toujours non nul, que

l'on a bien :

Hn+1 = 72XHH — 277,Hn_1.
c. On déduit immédiatement des questions 2.a et 2.b que, pour tout entier naturel n non nul, on a :
H,.1 = H] —2XH, =—-2XH, —2nH, | = H, = —-2nH,_;.

d. On considére un couple d’entiers (k,n) tel que 0 < k < n.
On a, d’aprés la question précédente, H;, = —2kHj,_1.
Par dérivation de cette relation on obtient Hy = —2kH},_;.
De ces deux relations on déduit que l'on a :
un(Hy) = H; —2XHj
= —2kH;_ | —2X x (—2kHy_1)
= —2k(H,_, —2XHy_1)
= —2kHj d’aprés la question 2.a

Le polynome Hj, étant non nul (puisque élément d’une base), on en déduit que c’est un vecteur propre de
U, associé a la valeur propre —2k.

e. On en déduit immédiatement que 'on a :

0 O 0
0 -2
Mp: (un) =
S
0 0 —-2n

Exercice 2

7
205

V2

les polynoémes réels qui admettent une racine complexe admette également sa conjuguée et qu'un polyndéme
caractéristique est unitaire, donc :

. Le théoréme de Cayley-Hamilton nous permet d’affirmer que le polynome caractéristique est un polyndéme

1 1
—f+ sIdg =0.
NIRRT

. Le polynome caractéristique de f est un polynome de Ry[X] qui admet A = pour racine. Or on sait que

annulateur, donc que l'on a bien fo f +

. Soit a un vecteur non nul de E.
a. Soit (z,y) € R? tel que za + yf(a) = 0.
Siy #0,alorson a f(a) = —Ea, ce qui implique (puisque a est non nul) que _Z est valeur propre de f, ce
qui est impossible puisque les deux racines de x y sont complexes non réelles.

On a donc y = 0, donc za = 0, et donc = 0 (puisque a est non nul).
On en déduit que B = (a, f(a)) est libre dans E (qui est de dimension 2), donc une base de E.

1 1 1 1
b. On a vu que lon avait fo f + Ef + ildE = 0, ce qui implique que f(f(a)) = —ﬁf(a) ~ 3% et donc
que :
1
0 =3
A= MB(f) = 1
1 —
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- e2i% o—2i%
c. Ona = =(X- ANV X-N=X—-— X — ——— ] et on trouve ensuite :
=y = (X -NE D= (x-S (x- )

E\=Vect(1l,-2\) et Ey=Vect(l,—2X).

On obtient alors :

_ A0 1 1 _ —i =2\ -1
1 D v _ _ 1 _ 2
P APD(O A) avec P (_% _2A> et P \/6(% 1),
et on en déduit :
—20\" 4 22\ AT+

A”_P()E) fn>P1_\;
6 \gamtt — 3t gantt 4oy t!

Calculer, pour tout entier n, la valeur de A™.

— 1
4. Puisque |\ = |\ = \—@ < 1, on en déduit immédiatement que l'on a hrf D™ =0, ce qui implique :
n—-—+0oo
VY € E, nll)r}_loof () =0.

SpE PT - JACQUES DELFAUD - PAGE 3 sur 3



