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Math. - CC 2 - S1 - Algébre
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Toutes les réponses seront justifiées. La notation tiendra compte du soin apporté a la rédaction.

Exercice 1

On considére E = R[X] le R-espace vectoriel des polynomes & une indéterminée X et a coefficients réels.
Pour tout n € N, on note F,, le sous-espace vectoriel de E des polynomes de degré inférieur ou égal a n et B,
la base canonique (X%, X, X?,..- , X"™).

1. On considére n € N et I'application suivante :

| Ey — E
Un*l p s wu(P)=P'—2XP
a. Montrer que u,, est un endomorphisme de FE,,.
b. Donner la matrice de u,, dans la base B,,.

c. Déterminer le spectre de u,, et justifier que u,, est diagonalisable.

2. On considére 'application suivante :

a. Soit n € N.

i. Montrer que la dérivée d’ordre n de la fonction f est de la forme f = f x H,, ou H,, € E,, et vérifie
H,.1 = H, —2XH,.

ii. Montrer que B!, = (Hg, Hy,--- , H,) est une base de E,,.
b. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a :
H,11=-2XH, —2nH,_;.

n+1 dn
(On pourra utiliser la relation —— (e_$2) = — (—29@6_12) et la formule de Leibniz)
dzntl dz™

c. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, on a :
H,ll = —27’LHn,1.

d. Montrer que, pour tout couple d’entiers (k,n) tel que 0 < k < n, Hy est un vecteur propre de w,, et donner
la valeur propre correspondante.

e. Donner la matrice de u,, dans la base B},

T.S.V.P.



Exercice 2
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On considére le R—espace vectoriel F = R? et un endomorphisme f de E qui admet A = pour valeur

V2

propre.

1. Déterminer le polynéme caractéristique de f.

1 1
2. Justifier que fo f + —2f + §IdE =0.

7%

3. Soit a un vecteur non nul de F.
a. Montrer que B = (a, f(a)) est une base de E.
b. Déterminer la matrice A de f dans la base B.
c. Calculer, pour tout entier n, la valeur de A™.

4. Montrer que, pour tout € E, on a lim f"(z)=0.
n——+oo

Fin de I’énoncé d’algébre



