1. La fonction f : ¢+
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Exercice 1

Int
}in(l) f(t)=0et %nri f(t) = 1; la fonction se prolonge par continuité en 0 et en 1, I converge donc.
— —

est continue sur 0, 1[, donc localement intégrable.

. Pour ¢t €]0,1] on note : hy(t) =tlnt —t+1et ho(t) =t —1—1Int.
1
hi et hy sont dérivables sur ]0, 1] et V¢ €]0, 1], b} (t) = Int < 0, h5(t) = 1— n < 0, ainsi h; et hg sont décroissantes
sur ]0,1] et V¢ €]0,1[, h1(t) > h1(1) = 0, ho(t) > ho(1) = 0.
t—1
Dou VvVt €]0,1[,t — 1 <tlntet Int <t —1, puis V¢ €]0,1], — <Ilnt<t-—1

Remarque : une autre démonstration (qui utilise la formule de la moyenne vue en sup)
Pour tout t €]0,1[ la fonction In est continue sur [¢t,1], dérivable sur ]¢,1[ done, d’aprés le théoréme de la

moyenne, il existe un réel ¢ €]¢, 1] tel que In(1) —Int = (1 —t)—;
c

1 1
Commece]t,l[(avecO<t<1),ona:lgfggdonc <lnt<t-—1.
c

t
. Soit z €]0,1[; la fonction ¢ — "y est continue sur ]0,z[ donc localement intégrable, et elle se prolonge par
n

t Tt
continuité en 0 car lim — = 0, ainsi ——dt converge.
t—0 Int o Int

On effectue le changement de variable u = t*, bijectif et de classe C'* sur [0, 2],V €]0,1] :

[ /fz du_ /*du
o Imt Jy 2In(vu) J; Inu

On peut remarquer a ce stade que le théoréme de changement de variable assure la convergence de 'intégrale
*ode
—, pour x €]0,1].
| e pour = <o

Ty
. Soit « €]0,1[; on note I(z) = /
o Int

Ty T 1 <A [Tl = at
I(x) = —dt - —dt = — — —dt = —
(z) o Int /0 Int /0 Int o Int /x Int

t—1
D’aprés la question 2., V¢ €]0, 1], — <Int<t—1<0donc

dt. Les convergences ayant été établies précédemment,on a :

1 1
> — > —.
t—1 " Int ~t—-1

Par ailleurs, Vz €]0, 1],z > 22. La positivité de I'intégrale donne :
Ty T qt T gt " N
/ " _dt> > / S puis [t + Inft — 1)]° < I(z) < [In]t — 1))

2 t—1 eelnt = Jot—1
2

, . 9 -1 2 —1
: —x < < .
d’ou x+ln<x_1> :c_I(x)_ln(x_l)

Finalement, on a :

22 —z4+In(z+1) <I(z) <ln(z+1)

Pour conclure, on applique le théoréme des gendarmes & ’encadrement précédent et ’on obtient :

I =1n2
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Exercice 2

1 a
.a. VneN* ennotant a, = ——— >0, ona: -5 ~ 1,
n(n + 2) ap oo
Le critére de d’Alembert pour les séries entiéres donne donc un rayon de convergence R = 1.
b _=D" =a, ~ i Donc, par comparaison Z an et Z(—l)"a sont absolument convergentes
n(n+2) oo m ’ " " '
n>1 n>1
400 o
ca. In(l—2)=- Z —, de rayon de convergence 1.
n=1 n

'n,
b. La série Z n a le méme rayon de convergence que la précédente, c’est-a-dire 1;
n

n>1
x’ﬂ
iz =0, =0;
six ;n+2
too n +oo  n42 2
T 1 T 1 x 1 1 1
i —1,0[U]0, 1[: = — = —(-In(l-z)—2-"=)=-=In(l—a)— — — =
six €] ,[],[;n+2 xZHZ::anr2 xQ( n(l—-z)—=z 2) x2n( ) -5
1 1 1
.a. YneN' —— M= _— — ——
a nn+2) 2n  2(n+2)
n n
b. Les séries Z % et Z(nxTQ) ont le méme rayon de convergence R = 1.
n>1 n>1
Siz=0,S(x)=
Si z €] - 1,00U0,1[, S(z) = ~ iox L io il L =)+ L —2) + £ 4+
i — = - - = = ——In(1— ——In(1 — —+ -
“ SER &) T2\ & 2 T o oy T
1 1 1 1 1 1 x?2 a3 1 1 x

On a donc lim S(x) = S(0).
z—0

.a. On a vu dans la question 1.b que la série entiére converge pour z =1 et x = —1.
(X1 1 1 (X771 1 1 1
S(1) == - — = - — — .
(1) 2(;(71 n+2>> 2(;(<n+ 1> <n+1+n+2>>>
1
On reconnait une série télescopique ; comme lim < =0ona:S(1)= §
n—+oo \ N —|— 4
sy = (ST c w(l_ L (L L
2 — n n+2 N n n+1 n+l n+2 '
1 1

On reconnait une série télescopique ; comme lim [ — —
no+oo\n n+1

)—Oona S(-1)=-7.

1 1
b. On a montré que pour;c €] —1,0[u]o, 1], Sl(a?) = _§IH(1 —z)+ ﬁln(l x)+ % —|— 1
on a bien lim S(z) = 1 et lim S(z)=—-.

r—1 z——1 4
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